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Рассматриваются топологические состояния в деформированных сферических квантовых точках. 

С использованием методов дифференциальной геометрии выведено одномерное уравнение Шрёдингера, 
описывающее движение частицы вдоль искривленной сферической поверхности. 

 
Введение 

 
В последнее время из-за своих необычных свойств квантовые точки (КТ) привле-

кают большой интерес исследователей во всем мире. Энергетический спектр носителей 
зарядов в КТ, благодаря удержанию электронов (и дырок) по трем измерениям, похож 
на энергетический спектр атомов и молекул. Однако если частица в КТ удерживается в 
окрестности наноразмерной поверхности, то могут возникать локализованные вдоль 
этой поверхности состояния. Это открывает широкие возможности в конструировании 
различных наноприборов и наносенсоров на основе материалов с КТ.  

Особый интерес представляет применение квантовых точек в солнечных батареях 
3-го поколения. КПД таких устройств может превышать 50 %. Одной из наиболее рас-
пространенных форм квантовых точек является сфера. Такие объекты в первом при-
ближении могут быть описаны моделью сферической квантовой ямы. Однако все полу-
чаемые на практике квантовые точки имеют деформированную поверхностную струк-
туру. Возникает закономерный вопрос о влиянии таких деформаций на характер дви-
жения частиц в квантовой точке, на состояния и энергетический спектр носителей за-
рядов. Такой вопрос является актуальным как с теоретической, так и, особенно, с прак-
тической точки зрения создания высокоэффективных солнечных элементов и удешев-
ления процесса их получения. 

Начало исследованиям по поверхностным состояниям квантоворазмерных объек-
тов положил да Коста в своей классической работе [1]. Позже Энциноза и Этеманди [2] 
рассмотрели эту проблему, используя мощный аппарат дифференциальных форм. Для 
нанотрубок Кантеле, Ниньо и Иадонизи [3] провели анализ топологических поверхно-
стных состояний для деформированных квантовых трубок. На основании полученных 
численных результатов они объяснили спектр поглощения и испускания света порис-
тым силиконом. 

Указанные выше работы имели дело с квантовыми нитями – наногетерострукту-
рами, описывающимися цилиндрами конечной, но довольно большой длины по срав-
нению с радиусом их основания, имеющего размеры порядка нескольких нанометров. 
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Для моделей сферических квантовых ям, которые описывают в первом приближении 
сферические квантовые точки, исследование влияния деформации поверхности на 
энергетический спектр частиц еще никем не проводилось.  

 
Постановка  цели  и  задач  научного  исследования 

 
Целью данной научной работы является нахождение адекватного описания харак-

тера движения носителей зарядов возле искривленной поверхности бесконечно глубо-
кой квантовой точки. Для достижения указанной цели необходимо получить одномер-
ное уравнение Шредингера, описывающего движение частицы вдоль искривленной 
сферической поверхности, обладающей симметрией вращения вокруг оси z. 

 
Результаты  исследования 

 
Рассмотрим частицу массой m , движущуюся по поверхности S , которая описы-

вается параметрическим уравнением 1 2( , )r r q q=
r r , где rr  – это радиус-вектор произ-

вольной точки P  на этой поверхности. В окрестности этой точки, если она не является 
особой точкой поверхности, трехмерное пространство может быть параметризовано 
следующим образом: 

1 2 3 1 2 3 1 2( , , ) ( , ) ( , )R q q q r q q q N q q= +
r rr ,                                          (1) 

 

где 1 2( , )N q q
r

 – единичный нормальный вектор к поверхности S , являющийся одновре-
менно непрерывной функцией координат 1q  и 2q . Абсолютное значение координаты 3q  
для несингулярных точек является расстоянием между поверхностью S  и точкой Q  с 
координатами 1 2 3( ,  ,  )q q q . 

Квадрат расстояния между двумя бесконечно близкими точками на поверхности 
S  дается первой квадратичной формой поверхности 

 
2

2

, 1
ij i j

i j
ds g dq dq

=

= ∑ . 
 
Здесь ijg  – симметричный тензор (т.н. метрический тензор или просто метрика), 

имеющий компоненты ( / / )i jr q r q∂ ∂ ⋅∂ ∂
r r .  

Площадь элемента поверхности 1 2dS gdq dq= , где 
det( ) / /ij i jg g r q r q= = ∂ ∂ × ∂ ∂

r r , а вектор нормали 1 2( , )N q q
r

 дается выражением 
 

1 2
1 2

1( , ) r rN q q
q qg

 ∂ ∂
= × ∂ ∂ 

r rr
.                                                (2) 

 
Скалярное произведение между бесконечно малым изменением радиус-вектора на 

поверхности drr  и соответствующей вариацией dN
r

 вектора нормали N
r

, взятое с об-
ратным знаком, дается второй квадратичной формой поверхности 

 

ij i jdr dN h dq dq− ⋅ =
rr , 

где 2 /ij i jh N r q q= ⋅∂ ∂ ∂
r r .  
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Так как вариация вектора нормали 1 2( , )N q q
r

 лежит в касательной плоскости, то 
мы имеем 

ij
i j

N ra
q q

∂ ∂
=

∂ ∂

r r
 

и 
11 12 21 22 11

12 21 11 11 21

21 12 22 22 12

22 12 21 11 22

(1/ )( ),
(1/ )( ),
(1/ )( ),
(1/ )( ).

a g g h g h
a g g h g h
a g g h g h
a g g h g h

= −

= −
= −
= −

 

 
Это – так называемые уравнения Вейнгартена. 
В трехмерной окрестности поверхности S  компоненты метрического тензора да-

ются выражением 

,   где , 1, 2,3.ij ji
i j

R RG G i j
q q

∂ ∂
= = ⋅ =

∂ ∂

r r
 

 
Используя выражения (1) и (2), легко можно получить, что 

 

( )
2

3
1

1 2
3

,   , 1, 2

( , ).

ij ij
ji j

R ra q i j
q q

R N q q
q

δ
=

∂ ∂
= + =

∂ ∂

∂
=

∂

∑
r r

r r
 

 
Точное выражение для компонент ijG  следующее: 

 
2

3 3( ) ,   где , 1, 2.T T
ij ij ij ij

G g q q i j   = + + + =   ag ag aga                            (3) 
 

Здесь a и g – матрицы, чьи элементы есть ija  и ijg , а Т означает транспонирование 
матрицы. Так как переменная 3q  выбрана как нормальная к касательной плоскости по-
верхности, то мы имеем 3 3 0i iG G= =  для , 1, 2i j =  и 33 1G = .  

Теперь все готово для того, чтобы выписать уравнение Шредингера. Используя 
известное выражение для лапласиана в криволинейных координатах 1 2 3( ,  ,  )q q q , ста-
ционарное уравнение Шредингера имеет вид 

 

2

3*

1 ( )
2 ij

i j

GG V q E
m q qG

ψ
ψ ψ

  ∂ ∂
− + =    ∂ ∂  

h ,                                 (4)  

 

где G  – детерминант матрицы G с элементами ijG , ijG  – обратный метрический тензор 
(т.е. отношение между алгебраическим дополнением элемента ijG  и G ). И наконец, 

3( )V q  – удерживающий потенциал в направлении нормали к поверхности S . Так как 
3 3 0i iG G= =  для , 1, 2i j = , уравнение (4) может быть записано следующим образом: 

 

2 2 22

3* * 2
, 1 3 3 3

1 (ln ) ( )
2 2ij

i j i i

GG G V q E
m q q m q q qG

ψ ψ ψ
ψ ψ

=

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − + + =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

∑h h .       (5) 
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С использованием выражения (3) элемент объема может быть представлен как 
 

2
1 2 3 3 3 1 2 3 31 tr( ) det( )ij ijdV Gdq dq dq g a q a q dq dq dq hdSdq = = + + =  , 

 

где 2
3 31 tr( ) det( )ij ijh a q a q= + + . Если волновую функцию ψ  представить в виде 

 

1 2 3
1 2 3

1 2 3

( , , )( , , )
( , , )
q q qq q q

h q q q
χ

ψ = , 

 
то после подстановки в уравнение (5) можно получить следующее выражение для χ : 
 

22
2

1 2 32 2
, 1 3

1 ( 2 ) ( )
4ij

i j i j

h GG h hh V q
q q q hG h

χ χ
χ χ εχ

=

 ∂ ∂ ∂ − − − − + =  ∂ ∂ ∂   
∑ ,           (6) 

 

где * 22 /m Eε = h , 1 3/h h q= ∂ ∂  и 2 2
2 3/h h q= ∂ ∂ . 

Если предположить, что потенциал 3( )V q  является потенциалом сил притяжения и 
отличен от нуля в тонком слое возле поверхности (другими словами, что частица ограни-
чена в движении вдоль нормали к поверхности), можно перейти к пределу 3 0q → . В 
этом случае легко показать, что уравнение (6) может быть решено методом разделения 
переменных. Это означает, что волновая функция χ  может быть записана как 

 

1 2 3 1 2 3( , , ) ( , ) ( )q q q q q p qχ σ= , 
 

где 3( )p q  является решением одномерного уравнения Шредингера 
 

2

32
3

( ) ,n
d p V q p
dq

ε− + =  

 
а 1 2( , )q qσ  – решением следующего двумерного уравнения Шредингера 

 
22

, 1

1 ( ) ,
4ij n

i j i j

Tg g D
q qg

σ
σ ε ε σ

=

   ∂ ∂
− − − = −    ∂ ∂   
∑                               (7) 

 

где tr( )ijT a=  и det( )ijD a=  – это, соответственно, квадрат средней кривизны, взятой с 
обратным знаком, и гауссова кривизна поверхности. Здесь ijg  – обратный метрический 
тензор на поверхности S . 

Вероятность нахождения частицы в элементе объема dV  будет 
 

2 2 2
1 2 3 1 2 3 3( , , ) ( , ) ( )dP q q q dV q q p q dSdqψ σ= = . 

 

Так как 2
3 3( ) 1p q dq =∫ , то величина 2

1 2( , )q q dSσ  дает вероятность нахождения 

частицы на элементе поверхности dS  для произвольного значения координаты 3q . 
Рассмотрим деформированную сферическую КТ:  

 
( , )cos( )cos( ),x R θ ϕ θ ϕ=  ( , )cos( )sin( ),y R θ ϕ θ ϕ=  ( , ) sin( )z R θ ϕ θ= . 
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Угловые параметры имеют стандартный диапазон изменений: 0 θ π≤ ≤ ,  
0 2ϕ π≤ ≤ . Элементами метрического тензора являются  

 
'2 2 ' ' '2 2 2

11 1,2 2,2,   ,    cos ( ).g R R g R R g R Rθ θ ϕ ϕ θ= + = = +  
 

В случае, когда R  не зависит от θ  либо от ϕ , метрический тензор диагонален. 
Рассмотрим случай, когда R  зависит только от θ . В этом случае элементы матриц 

g, h и a будут 
 

'2 2 2 2
11 12 21 22

'' '2 2 '
11 12 21 22

'
3 '' '2 2

11 12 21 22

,    0,    cos ,
( )( 2 ),   0,   ( ) cos ( sin cos ),

( )( sin cos )( )( 2 ),   0,   
cos

g R R g g g R
h f RR R R h h h f R R R

f R Ra f RR R R a a a
R

θ

θθ θ

θ
θθ

θ

θ θ θ θ θ

θ θ θ
θ

θ

= + = = =

= − − − = = = +

+
= − − = = = −

 

 

где 
1/2'2 2( )f R Rθθ

−
 = +  .  

Кроме того, получаем 
 

'3
'' '2 2

2

4
'' '2 2 '

2 2

2

sin( )( ) ( 3 2 ) cos ,
cos ( )

( )( ) ( 2 )( sin cos ) ,
cos
cos( ) .

( )

RfT R R R R R
R f

fD RR R R R R
R
Rg

f

θ
θθ θ

θθ θ θ

θθ
θ θ

θ θ

θ
θ θ θ

θ
θ

θ
θ

 
= − − − 

 

 = − − + 

=

 

 
После подстановки этих выражений в уравнение (7) получаем двумерное уравне-

ние Шредингера, описывающее топологические состояния для деформированных сфе-
рических квантовых точек. Это двумерное уравнение содержит члены с второй произ-
водной по θ  иϕ , а также член с первой производной по θ . Для того чтобы исключить 
такой член с первой производной, представим σ -функцию в виде 

 

( )( , )
2 cos

ime t
fR

ϕ θ
σ θ ϕ

π θ
= . 

 
Здесь был учтен тот факт, что из-за имеющейся в системе вращательной системы 

угловая часть волновой функции записывается в виде / 2ime ϕ π , где 0, 1, 2,...m = ± ±   и 
mh  - проекция углового момента на ось симметрии z . После некоторых вычислений 
получаем 

( )
2 2 2

2 2 2
2 2 24 cos n

d t d T mf f D t t
d d R

ε ε
θ θ θ

  Γ − − − Γ + − − = −   
    

,                   (8) 

 

где ( )1 cos
2 cos

d fR
fR d

θ
θ θ

Γ = −  − «одномерный символ Кристоффеля».  
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Уравнение (8) – это одномерное уравнение Шрёдингера для частицы с 
эффективной массой 2f − , двигающейся в эффективном топологическим потенциале 
 

2 2
2 2

2 2( )
4 costop

d T mV f D
d R

θ
θ θ

 Γ = − − Γ − − +  
   

. 

 
Отметим тот факт, что уравнение (8) совпадает по форме с уравнением (23) из рабо-

ты [3], где было получено аналогичное выражение для деформированного случая, за ис-
ключением последнего слагаемого в квадратных скобках. Вообще, для произвольной 
двумерной системы, допускающей описание с помощью ортогональной системы коор-
динат, характеризующейся метрическим тензором ijg  и имеющей вращательную сим-
метрию по второй координате, последний член в квадратных скобках в уравнении (8) бу-
дет иметь вид 

( )

2

2
22

m
g

. 
 

Зная вид деформации, то есть зависимость ( )R θ , можно решать соответствующее 
уравнение Шрёдингера. Однако найти решение в аналитическом виде практически не-
возможно. Необходимо подбирать соответствующий анзац для поиска частных реше-
ний или же решать уравнение численно. Авторы планируют вернуться к этому вопросу 
в следующих работах. 
 

Выводы 
 
Было выведено одномерное уравнение Шрёдингера, описывающее топологиче-

ские состояния в деформированных сферических квантовых точках. Зная вид конкрет-
ной деформации, можно искать решения такого уравнения. Практически для всех слу-
чаев искривленной поверхности такое решение находится только численно.  

Мы показали, что электронная структура квантовых точек может иметь богатую 
структуру в случае деформированной поверхности этих точек: появляются дополнитель-
ные энергетические состояния, связанные с геометрическими и, в особенности, с тополо-
гическими свойствами поверхности самих точек. Это открывает широкие перспективы к 
использованию несферических квантовых точек в различных отраслях техники и ставит 
новые задачи перед бурно развивающейся в настоящее время наноинженерией. 

 
 

ТОПОЛОГІЧНІ СТАНИ В ДЕФОРМОВАНИХ СФЕРИЧНИХ  
КВАНТОВИХ ТОЧКАХ 

 
І.І. Марончук, О.М. Петраш 

 
Розглядаються топологічні стани в деформованих сферичних квантових точках. Використовуючи 

методи диференціальної геометрії, виведене одномірне рівняння Шредінгера, що описує рух частинки 
вздовж викривленої сферичної поверхні. 

 
TOPOLOGICAL STATES in DEFORMED SPHERICAL QUANTUM DOTS 

 
I. Maronchuk, A. Petrash 

 
Topological states in deformed spherical quantum dots were considered. Using the differential geometry 

methods one-dimensional Schrödinger equation described the particle movement along the curved spherical 
surface has been obtained.  
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Приведены результаты сравнительного анализа численного решения дифференциального уравне-
ния свободных затухающих колебаний и приближенного аналитического решения для скоростной моде-
ли трения.  
 

Введение 
 

При выборе математической модели трения на основе экспериментальных осцил-
лограмм колебаний широко используется метод гармонического баланса или метод 
медленно изменяющейся амплитуды. Для определенного класса задач он позволяет по-
лучить конечные аналитические зависимости амплитуды от времени )(ta . Метод под-
робно излагается в классических монографиях по теории колебаний различных авторов 
[1, 2]. Данная работа посвящена изучению двух важных вопросов: 1) на основании ка-
кого количественного параметра можно считать, что затухание является «медленным»; 
2) какова погрешность метода, если затухающие колебания являются «не достаточно 
медленными» или изменяется вид функции трения? 

 
Постановка  цели  научного  исследования 

 
Цель работы: оценка точности метода гармонического баланса путем сравни-

тельного анализа приближенных и точных осциллограмм затухающих колебаний. 
 

Результаты исследований 
 

Рассмотрим механическую систему с одной степенью свободы, расчетная схема 
которой представлена на рис. 1. Тело массой m  подвешено на упругой связи. Предпо-
лагается, что система обладает собственным демпфирующим свойством, которое ото- 


