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В. Є. Брейде, В. С. Кулiш
Одеський нацiональний унiверситет iменi I. I. Мечникова

АСИМПТОТИЧНI ОЦIНКИ СЕРЕДНЬОГО ЗНАЧЕННЯ
ФУНКЦIЇ СМАРАНДЧА

Брейде В. Є., Кулiш В. С. Асимптотичнi оцiнки середнього значення

функцiї Смарандча. В статтi розглянено розподiл значень функцiй 𝑆
(𝑗)
𝑘 (𝑛), 𝑗 = 1, 2,

якi було введено Смарандчем в 1993 роцi. Побудованi асимптотичнi формули для су-

маторної функцiї 𝑆
(1)
𝑘 (𝑛), якi уточнюють результат Лю Юпина. Знайдено нетривiаль-

ну асимптотичну оцiнку для 𝜏(𝑆
(1)
𝑘 (𝑛)). У припущеннi справедливостi гiпотези Римана

покращено залишковий член в асимптотичнiй формулi для функцiї 𝑆
(2)
2 (𝑛) та вивчено

поведiнку функцiї 𝜏(𝑆
(2)
2 (𝑛)) в короткому iнтервалi 𝑥 < 𝑛 ≤ 𝑥+ℎ, де ℎ > 𝑥𝜃, 𝜃 = 0, 2204.

Ключовi слова: функцiя Смарандча, асимптотичнi оцiнки, суматорна функцiя.

Брейде В. Е., Кулиш В. С. Асимптотические оценки среднего значе-

ния функции Смарандча. В статье рассмотрено распределение значений функций

𝑆
(𝑗)
𝑘 (𝑛), 𝑗 = 1, 2, которые были введениы Смарандчем в 1993 году. Построены асимп-

тотические формулы для сумматорной функции 𝑆
(1)
𝑘 (𝑛), уточняющие результат Лю

Юпина. Найдена нетривиальная асимптотическая оценка для 𝜏(𝑆
(1)
𝑘 (𝑛)). В предполо-

жении справедливости гипотезы Римана улучшен остаточный член в асимптотической

формуле для функции 𝑆
(2)
2 (𝑛) и изучено поведение функции 𝜏(𝑆

(2)
2 (𝑛)) в коротком ин-

тервале 𝑥 < 𝑛 ≤ 𝑥+ ℎ, где ℎ > 𝑥𝜃, 𝜃 = 0, 2204.

Ключевые слова: функция Смарандча, асимптотические оценки, сумматорная функ-

ция.

Breide V. E., Kulish V. S. The symptotic estimates of the Smarandache mean

value. In this paper we consider the distribution of value of the function 𝑆
(𝑗)
𝑘 (𝑛), 𝑗 = 1, 2 ,

which were introduced by Smarandache in 1993. We obtained the asymptotic formulas for the

summation function 𝑆
(1)
𝑘 (𝑛), that improve Lu Yiuping results. Here we found the nontrivial

asymptotic estimate for 𝜏(𝑆
(1)
𝑘 (𝑛)). In assuming the Riemann hypothesis improved, the term

in the asymptotic formula for the function 𝑆
(2)
2 (𝑛) is reminded, and behavior of the function

𝜏(𝑆
(2)
2 (𝑛)) was studied in the short interval 𝑥 < 𝑛 ≤ 𝑥+ ℎ, where ℎ > 𝑥𝜃, 𝜃 = 0, 2204.

Key words: Smarandache function, asymptotic estimates, summation function.

Вступ. Ф. Смарандч в 1993 р. ввiв у розгляд двi арифметичнi функцiї

𝑆
(𝑗)
𝑘 (𝑛), 𝑗 = 1, 2; 𝑘 > 1 — натуральнi, визначенi наступними рiвняннями:

𝑆
(1)
𝑘 (𝑛) = min(𝑚 ∈ N : 𝑛 | 𝑚𝑘),

𝑆
(2)
𝑘 (𝑛) = max(𝑚 ∈ N : 𝑚𝑘 | 𝑛).

c○Брейде В. Є., Кулiш В. С., 2013



8 Брейде В. Є., Кулiш В. С.

Цi функцiї називаються двоїстими або дуальними. Легко перевiрити, що фун-

кцiї 𝑆
(𝑗)
𝑘 (𝑛) — мультиплiкативнi, причому для простого 𝑝 : 𝑆

(1)
𝑘 (𝑝𝑎) = 𝑝⌈

𝑎
𝑘 ⌉,

𝑆
(2)
𝑘 (𝑝𝑎) = 𝑝⌊

𝑎
𝑘 ⌋, де ⌈𝑥⌉ — найменше цiле > 𝑥, ⌊𝑥⌋ — найбiльше цiле 6 𝑥.

Смарандч [10] зазначив ряд застосувань цих функцiй в теорiї чисел i ком-

бiнаторицi. Тому розподiл значень функцiї 𝑆
(𝑗)
𝑘 (𝑛) в останнiй час активно до-

слiджується. У цiй роботi вивчаються функцiї 𝑆
(𝑗)
𝑘 (𝑛) в середньому i коротких

iнтервалах. Ми використовуємо позначення:
N — множина натуральних чисел;
Z — множина цiлих чисел;
R — поле дiйсних чисел;
C — поле комплексних чисел;
𝜇(𝑛) — функцiя Мьобiуса;
𝜙(𝑛) — функцiя Ойлера.
Для комплексного числа позначимо через 𝜎 = 𝑅𝑒𝑠, 𝑡 = 𝐼𝑚𝑠, так що 𝑠 = 𝜎+ 𝑖𝑡,

𝑒𝑥𝑝(𝑧) = 𝑒𝑧 для 𝑧 ∈ 𝑅, ln𝑥 завжди позначає натуральний логарифм 𝑥, 𝑥 > 0.
Символи ”𝑂” та ” ≪ ” еквiвалентнi, а запис 𝑓(𝑥) = 𝑂(𝑔(𝑥)) означає, що при
𝑥→ 𝑥0 маємо |𝑓(𝑥)| 6 𝐶𝑔(𝑥) з деякою додатною сталою 𝐶. Сталi символи ”𝑜” та
” ≪ ” можуть залежити вiд 𝜀.

Запис Σ𝑛(Π𝑝) завжди буде позначати сумування за всiма натуральними 𝑛
(або, вiдповiдно, добуток по всiм простим 𝑝).

Попереднi результати. Din Liping [3] отримав асимптотичну формулу∑︁
𝑛≤𝑥

𝑆
(1)
𝑘 (𝑛) =

𝑥2

2
𝜁(2𝑘 − 1)Π𝑝

[︂
1− 1

𝑝(𝑝+ 1)

(︂
1 +

1

𝑝2𝑘−3

)︂]︂
+𝑂(𝑥

2
3+𝜖). (1)

Роботу Liping ми не бачили, але в данiй роботi ми покращимо залишковий член у
формулi (1). S. Tabirca, T. Tabirca [13], Keng [7], а також Ibstedt [3], [4] знайшли

асимптотичну щiльнiсть нерухомих точок вiдносно перетворення 𝑛 → 𝑆
(1)
𝑘 (𝑛).

Легко побачити, що нерухомими точками є безквадратнi числа. Так що, якщо

𝑞(𝑥) означає кiлькiсть нерухомих точок для 𝑆
(1)
𝑘 (𝑛), то маємо

lim
𝑥→∝

𝑞(𝑥)

𝑥
=

6

𝜋2
.

Крiм того, використовуючи результати Filaseta, Trifonov [14], отримуємо, що

число нерухомих точок для 𝑆
(1)
𝑘 (𝑛) на вiдрiзку [𝑥, 𝑥+ℎ] дорiвнює 6

𝜋2 +𝑂(𝑥
1
5 ln𝑥)

для всiх ℎ, 𝑥
1
5 < ℎ < 𝑥. Lu Yaming [8] вивчав розподiл значень функцiї дiльникiв

𝜏(𝑛) на послiдовностi 𝑆
(2)
𝑘 (𝑛) i побудував асимптотичну формулу∑︁

𝑛≤𝑥

𝜏
(︁
𝑆
(2)
𝑘 (𝑛)

)︁
= 𝜁(𝑘)𝑥+ 𝜁

(︂
1

𝑘

)︂
+𝑂

(︁
𝑥

1
𝑘+1

)︁
. (2)

У статтi Wan Yanxing [15] доведена тотожнiсть

∝∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1

(𝑆
(2)
𝑘 (𝑛))𝛼

=
2𝛼 − 𝑘 − 1

2𝛼 + 𝑘 − 1

∏︁
𝑟

(︂
1 +

𝑘

𝑟𝛼 − 1

)︂
,
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яка справедлива для кожного дiйсного 𝛼 > 1.
Нарештi, Xiayan Li [16] та П. Д. Варбанець, С. Кирбат [26] знайшли асимпто-

тичну формулу для середнього значення 𝑆
(2)
𝑘 (𝑛)

1

𝑥

∑︁
𝑛≤𝑥

𝑆
(2)
𝑘 (𝑛) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3

𝜋2

(︀
ln𝑥+ 3𝛾 − 1− 12

𝜋2 𝜁
′(2)
)︀
+ 𝑜(1), якщо 𝑘 = 2,

𝜁(2)

𝜁(3)
+
𝜁
(︀
2
3

)︀
2𝜁(2)

𝑥
1
3 (1 + 𝑜(1)), якщо 𝑘 = 3,

𝜁(𝑘 − 1)

𝜁(𝑘)
(1 + 𝑜(1)), якщо 𝑘 ≥ 4.

(3)

В данiй роботi ми вивчаємо залишковi члени у формулах (1), (2) та вивчаємо

розподiл значень 𝜏(𝑆
(2)
𝑘 (𝑛)) в коротких iнтервалах.

В подальшому нам знадобляться деякi добре вiдомi результати про розподiл
значень дзета-функцiї Римана 𝜁(𝑠) (див. Є. Титчмарш [12]).

Лема 1. Нехай 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡. Тодi

(i) 𝜁(𝑠) = 1
𝑠−1 + 𝛾 +𝑂(|𝑠− 1|) в околi точки 𝑠 = 1, 𝛾 — стала;

(ii) 𝜁(𝑠) ≪ |𝑡|𝑐(1−𝜎)
3
2 (𝑙𝑛(|𝑡|+ 3))

2
3 , якщо 1

2 ≤ 𝜎 ≤ 2;

(iii) 𝜁(𝑠) = 𝜒(𝑠)𝜁(1− 𝑠), де 𝜒(𝑠) = 𝜋− 1
2+𝑠 Γ( 1−𝑠

2 )

Γ( 𝑠
2 )

;

(iv) 1
𝜁(𝑠) | ≪ ln(|𝑡|+ 3), якщо 1 ≤ 𝜎 ≤ 3;

(v) 𝜁(𝑠) ≪ |𝑡| 1−𝜎
3 𝑙𝑛|𝑡|, якщо |𝑡| > 3, 12 ≤ 𝜎 ≤ 1;

(vi)
𝑇∫︀
1

|𝜁(𝜎 + 1
2 )|

4𝑑𝑡≪ 𝑇 min(ln𝑇, 1
𝜎− 1

2

), якщо 𝜎 ≥ 1
2 ;

(vii)
𝑇∫︀
1

|𝜁( 12 + 𝑖𝑡)|4𝑑𝑡≪ 𝑇 ln4 𝑇 .

(Тут 𝛾 — стала Ойлера).

Лема 2. (область, вiльна вiд нулiв 𝜁(𝑠)) Iснує абсолютна стала 𝐶 > 0

така, що в областi 𝑅𝑒𝑠 > 1− 𝐶

(ln(|𝑡|+ 10))
2
3 ln ln(|𝑡|+ 10)

немає нулiв 𝜁(𝑠) (див.

[6], гл.VI, теор.2)

Лема 3. В припущеннi справедливостi гiпотези Рiмана моємо

(𝜁(𝜎 + 𝑖𝑡))± = 𝑂(|𝑡|), 𝜎 ≥ 1

2
, |𝑡0| > 𝑡0(𝜖),

|𝜁(1
2
+ 𝑖𝑡)| = 𝑂

(︂
exp(𝐴

ln 𝑡

ln ln 𝑡
)

)︂
,

𝜇(𝑛) :=
∑︁
𝑛≤𝑥

𝜇(𝑛) = 𝑂

(︂
𝑥

1
2 exp(𝐴

ln𝑥

ln ln𝑥
)

)︂
,
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де 𝐴 > 0 — стала, а сталi в символах ”𝑂” можуть залежити вiд 𝜖, 𝜖 > 0 —
довiльна стала.

Лема 4. (безумовна оцiнка) При 𝑥→∝ маємо

𝜇(𝑥) = 𝑂(𝑥 exp(−𝐶(ln𝑥) 3
5−𝜖)),

(див. [6], гл. VI, пар. 3).

Лема 5. (про частковi суми ряду Дiрiхле)( [9], Додаток, Теорема 3.1)
Нехай ряд Дiрiхле

𝑓(𝑠) =

∝∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑛𝑠

збiгається абсолютно при 𝜎 > 1, причому |𝑎𝑛| < 𝑐Φ(𝑛), (𝑐 > 0), де Φ(𝑛) — дода-
тня монотонно зростаюча функцiя. Крiм того, нехай при 𝜎 → +0 справедлива
оцiнка

∝∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|𝑛−𝜎 = 𝑂
(︀
(𝜎 − 1)−𝛼

)︀
, 𝛼 > 0.

Тодi для нецiлого 𝑥 > 1, 𝑐 > 1, 𝑇 > 1 має мiсце спiввiдношення

∑︁
𝑛≤𝑥

𝑎𝑛 =
1

2𝜋𝑖

𝑐+𝑖𝑇∫︁
𝑐−𝑖𝑇

𝑓(𝑠)
𝑥𝑠

𝑠
𝑑𝑠+𝑂

(︂
𝑥𝑐

𝑇 (𝑐− 1)𝛼

)︂
+𝑂

(︂
𝑥Φ(2𝑥) ln𝑥

𝑇𝛼(𝑥)

)︂
, (4)

де (𝑥) значить вiдстань 𝑥 до найближчого цiлого числа.

Лема 6. Нехай 𝑓(𝑛) та Φ(𝑛) — мультиплiкативнi функцiї, причому

𝑓(𝑛) =
∑︁
𝑑2|𝑛

Φ(𝑑), де Φ(𝑛) = 𝑂(𝑛𝜖).

Тодi рiвномiрно по ℎ, ℎ < 𝑥, справедлива оцiнка∑︁
𝑥<𝑛≤𝑥+ℎ

𝑓(𝑛) = ℎ

∝∑︁
𝑑=1

Φ(𝑑)

𝑑2
+𝑂

(︁
ℎ

1
2𝑥𝜖
)︁
+𝑂(𝑥𝜃),

де 𝜃 = 0, 2204, 𝜖 > 0 — довiльне мале число (див. доведення [2], theorem 1).

Тепер ми переходимо до побудови твiрного ряду для функцiй 𝑆
(𝑗)
𝑘 (𝑛) та 𝜏(𝑆

(𝑗)
𝑘 (𝑛)),

де 𝜏(𝑚),𝑚 ∈ 𝑁 означає число рiзних дiльникiв натурального 𝑚.
Нехай 𝑝 — просте число, 𝑠 — комплексне, 𝑅𝑒𝑠 > 2. Тодi маємо

𝑓1(𝑠, 𝑝) = 1 +
𝑆
(1)
𝑘 (𝑝)

𝑝𝑠
+
𝑆
(1)
𝑘 (𝑝2)

𝑝2𝑠
+ · · ·+

+
𝑆
(1)
𝑘 (𝑝𝑘)

𝑝𝑘𝑠
+
𝑆
(1)
𝑘 (𝑝𝑘+1)

𝑝(𝑘+1)𝑠
+ · · ·+

𝑆
(1)
𝑘 (𝑝2𝑘)

𝑝2𝑘𝑠
+
𝑆
(1)
𝑘 (𝑝2𝑘+1)

𝑝(2𝑘+1)𝑠
+ · · · =

= 1 +
𝑝

𝑝𝑠
+

𝑝

𝑝2𝑠
+ · · ·+ 𝑝

𝑝𝑘𝑠
+

𝑝2

𝑝(𝑘+1)𝑠
+ · · ·+ 𝑝2

𝑝2𝑘𝑠
+ · · ·
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Помножуючи останнє рiвняння на
1− 1

𝑝𝑠−1

1− 1
𝑝𝑠−1

i проводячи елементарнi спроще-

ння, отримаємо

𝑓1(𝑠, 𝑝) =
1

1− 1
𝑝𝑠−1

(︂
1− 1

𝑝2(𝑠−2)
+𝑂

(︁
𝑝−(2(𝑠−1)+1)

)︁)︂
=

=
1− 𝑝−2(𝑠−1)

1− 𝑝−(𝑠−1)

(︁
1 +𝑂

(︁
𝑝−2(𝑠−1)+1

)︁)︁
.

Тому, в силу тотожностi Ойлера з мультиплiкативною функцiєю
𝑆

(1)
𝑘 (𝑛)

𝑛𝑠 , виводимо
для 𝑅𝑒𝑠 > 2:

∝∑︁
𝑛=1

𝑆
(1)
𝑘 (𝑛)

𝑛𝑠
=
∏︁
𝑝

1− 𝑝−2(𝑠−1)

1− 𝑝−(𝑠−1)

(︁
1 +𝑂

(︁
𝑝−2(𝑠−1)+1

)︁)︁
=

𝜁(𝑠− 1)

𝜁(2(𝑠− 1))
𝐺0(𝑠), (5)

де 𝐺0(𝑠) регулярна при 𝑅𝑒𝑠 > 1 та задається в напiвплощинi 𝑅𝑒𝑠 > 1 абсолютно
збiжним рядом Дiрiхле:

𝐺0 =
∑︁ 𝑔(𝑛)

𝑛𝑠
, 𝑔(𝑛) = 𝑂(1).

Аналогiчнi роздуми дають твiрний ряд Дiрiхле для 𝑆
(2)
𝑘 (𝑛) при 𝑅𝑒𝑠 > 1:

∝∑︁
𝑛=1

𝑆
(2)
𝑘 (𝑛)

𝑛𝑠
=
𝜁(𝑠)𝜁(𝑘𝑠− 1)

𝜁(𝑘𝑠)
.

Далi, використовуючи мультиплiкативнiсть функцiї 𝜏(𝑛), 𝑆
(𝑗)
𝑘 (𝑛), 𝑗 = 1, 2, ми

побудуємо твiрнi ряди 𝜏(𝑆
(𝑗)
𝑘 (𝑛)). Позначимо:

𝐹
(𝑗)
𝑘 (𝑠) =

∑︁ 𝜏(𝑆
(𝑗)
𝑘 (𝑛))

𝑛𝑠
, 𝑅𝑒𝑠 > 1.

Розглянемо спочатку випадок 𝑗 = 1. Тодi для 𝑘 = 2 маємо:

𝐹
(1)
2 (𝑠) = Π𝑝(1 +

2
𝑝𝑠 + 2

𝑝2𝑠 + 3
𝑝3𝑠 + 3

𝑝4𝑠 + · · ·) =

= Π𝑝(1 +
2
𝑝𝑠 + 2

𝑝2𝑠 + 3
𝑝3𝑠 + 3

𝑝4𝑠 + · · ·) (1−
1
𝑝𝑠 )2

(1− 1
𝑝𝑠 )2

=

= 𝜁2(𝑠)Π𝑝(1 +
2
𝑝𝑠 + 2

𝑝2𝑠 + 3
𝑝3𝑠 + 3

𝑝4𝑠 + · · ·)(1− 2 1
𝑝𝑠 + 1

𝑝2𝑠 ) =

= 𝜁2(𝑠)Π𝑝(1− 1
𝑝2𝑠 + 1

𝑝3𝑠 − 1
𝑝4𝑠 + · · ·) =

= 𝜁2(𝑠)Π𝑝(1− 1
𝑝2𝑠 + 1

𝑝3𝑠 − 1
𝑝4𝑠 + · · ·)(1 + 1

𝑝2𝑠

1− 1
𝑝2𝑠

1− 1
𝑝4𝑠

) =

= 𝜁2(𝑠)𝜁(4𝑠)
𝜁(2𝑠)

∏︀
𝑝(1 +

1
𝑝3𝑠 − 2

𝑝4𝑠 + · · ·)
1− 1

𝑝3𝑠

1− 1
𝑝3𝑠

=

= 𝜁2(𝑠)𝜁(3𝑠)𝜁(4𝑠)
𝜁(2𝑠) 𝐺(𝑠) = 𝜁2(𝑠)𝜁(3𝑠)

𝜁(2𝑠) 𝐺2
4(𝑠),

(6)

де 𝐺2
4(𝑠) — регулярна функцiя для 𝑅𝑒𝑠 > 1

4 .
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Якщо 𝑘 ≥ 3, то, як i вище, подiбними перетвореннями отримуємо

𝐹
(1)
2 (𝑠) =

𝜁2(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝐺2

1(𝑠),

де 𝐺2
1(𝑠) — регулярна функцiя для 𝑅𝑒𝑠 > 1

4 .

У випадку 𝑗 = 2 знаходимо

𝐹
(2)
𝑘 (𝑠) =

∝∑︁
𝑛=1

𝜏(𝑆
(2)
𝑘 (𝑛))

𝑛𝑠
=

=
∏︁
𝑝

(︂
1 +

1

𝑝𝑠
+

1

𝑝2𝑠
+ · · ·+ 2

𝑝(𝑛−1)𝑠
+

2

𝑝𝑘𝑠
+ · · ·+ 2

𝑝(2𝑘−1)𝑠
+

3

𝑝2𝑘𝑠

)︂
=

=
∏︁
𝑝

(︂
1 +

1

𝑝𝑠
+

1

𝑝2𝑠
+ · · ·

)︂
1− 1

𝑝𝑠

1− 1
𝑝𝑠

= 𝜁(𝑠)𝜁(𝑘𝑠).

Зауважимо, що несиметрична функцiя дiльникiв 𝜏1,𝑘(𝑛)=
∑︀

𝑛=𝑚𝑑2

1 також має

твiрний ряд 𝜁(𝑠)𝜁(𝑘𝑠).

Тому, беручи до уваги теорему [9] про те, що твiрна функцiя для коефiцi-
єнтiв ряду Дiрiхле однозначно визначає коефiцiєнти цього ряду, знаходимо, що

𝜏(𝑆
(2)
𝑘 (𝑛)) = 𝜏1,2(𝑛), а тому далi ми наведемо теорему про середнє значення фун-

кцiї 𝜏(𝑆
(2)
𝑘 (𝑛)).

Основнi результати. Спiввiдношення (5) дозволяє отримати асимпто-

тичну оцiнку середнього значення 𝑆
(1)
𝑘 (𝑛). Позначимо 𝑎𝑛 = 1

𝑛𝑆
(1)
𝑘 (𝑛). Тодi з (5)

випливає
∝∑︁

𝑛=1

𝑎𝑛
𝑛𝑠

=
𝜁(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝐺′

0(𝑠), 𝑅𝑒𝑠 > 1, (7)

де 𝐺′
0(𝑠) визначається абсолютно збiжним рядом Дiрiхле в напiвплощинi 𝑅𝑒𝑠 > 0:

𝐺′
0(𝑠) =

∝∑︀
𝑛=1

𝑔𝑛
𝑛𝑠 , |𝑔𝑛| ≪ 𝑛−𝑘+𝜖, 𝜖 > 0 — будь-яке число.

Тому формула Перрона (див. лему 5) дає для 𝑥 = 𝑁
2 , 𝑁 — цiле непарне число,

∑︁
𝑛6𝑥

𝑎𝑛 =
1

2𝜋𝑖

𝑐+𝑖𝑇∫︁
𝑐−𝑖𝑇

𝜁(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝐺′

0(𝑠)
𝑥𝑠

𝑠
𝑑𝑠+𝑂

(︂
𝑥𝑐

𝑇 (𝑐− 1)

)︂
+𝑂

(︂
𝑥Φ(2𝑥)

𝑇

)︂
. (8)

Тут 𝑐 > 1, 𝑇 > 1 (їхнi значення будуть уточненi пiзнiше), Φ(𝑦) = 𝑂(1) для всiх
𝑦 ≥ 𝑦0 > 0.

Розглянемо прямокутник𝑅 з вершинами𝐴 = (𝐶,−𝑇 ), 𝐵 = (𝐶, 𝑇 ), 𝐶 = ( 12 , 𝑇 ), 𝐷 =
( 12 , 𝑇 ), зображений на рисунку 1.

В силу мероморфностi функцiї
𝜁(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝐺′

0(𝑠)
𝑥𝑠

𝑠
в прямокутнику ABCD, вклю-
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чаючи його сторони, ми за теоремою про лишки отримуємо:

1

2𝜋𝑖

𝑐+𝑖𝑇∫︁
𝑐−𝑖𝑇

𝜁(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝐺′

0(𝑠)
𝑥𝑠

𝑠
𝑑𝑠 = res

𝑠=1

(︂
𝜁(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝐺′

0(𝑠)
𝑥𝑠

𝑠

)︂
+

+
1

2𝜋𝑖

⎛⎝ 𝐵∫︁
𝐶

+

𝐶∫︁
𝐷

+

𝐴∫︁
𝐷

⎞⎠(︂ 𝜁(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝐺′

0(𝑠)
𝑥𝑠

𝑠
𝑑𝑠

)︂
.

(9)

Ми врахували, що всерединi прямокутника 𝑅 є тiльки одна особлива точка 𝑠 = 1,
тому що на прямiй 𝑅𝑒𝑠 = 1

2 та правiше цiєї прямої 𝜁(2𝑠) ̸= 0.

Рис. 1. Прямокутник 𝑅 з вершинами 𝐴 = (𝐶,−𝑇 ), 𝐵 = (𝐶, 𝑇 ), 𝐶 =(︂
1

2
, 𝑇

)︂
, 𝐷 =

(︂
1

2
, 𝑇

)︂

Тепер iнтеграли по горизонтальним дiлянкам контуру iнтегрування оцiнюю-
ться за допомогою леми 1 (iv, v), а на вертикальнiй дiлянцi користуємось оцiнкою
другого моменту 𝜁(𝑠) на половиннiй прямiй 𝑅𝑒𝑠 = 1

2 (див. лему 1 (vi)).
Таким чином маємо:⃒⃒⃒⃒

⃒⃒
𝐵∫︁

𝐶

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝐷∫︁
𝐴

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≪

1∫︁
1
2

𝑇
1−𝛿
3
𝑥𝛿

𝑇
ln𝑇𝑑𝛿 ≪ max

(︂
𝑥

1
2 ,
𝑥𝑐

𝑇
ln𝑇

)︂
. (10)

Далi, в силу нерiвностi Коши–Шварца маємо⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝐶∫︁
𝐷

𝜁(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝐺0(𝑠)

𝑥𝑠

𝑠
𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6

⎛⎝ 𝑇∫︁
−𝑇

|𝜁(1
2
+ 𝑖𝑡)|2 𝑑𝑡

| 12 + 𝑖𝑡|

𝑇∫︁
−𝑇

|𝐺0(
1
2 + 𝑖𝑡)|2

|𝜁( 12 + 𝑖𝑡)|2
|𝑥1+2𝑖𝑡|
| 12 + 𝑖𝑡|

⎞⎠
1
2

. (11)

Оскiльки на одиничнiй прямiй (тобто 𝑅𝑒𝑠 = 1) справедливi оцiнки:

|𝐺′
0(𝑠)| = 0,

1

|𝜁(1 + 2𝑖𝑡)|
≪ ln(|𝑡|+ 3), |𝑥1+2𝑖𝑡| = 𝑥,
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то, в силу леми 1 (vi), виводимо⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝐶∫︁
𝐷

𝜁(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝐺′

0(𝑠)
𝑥𝑠

𝑠
𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≪ 𝑥 ln2 𝑇. (12)

Нарештi,

res
𝑠=1

(︂
𝜁(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝐺′

0(𝑠)
𝑥𝑠

𝑠

)︂
=
𝐺′

0(1)

𝜁(2)
𝑥. (13)

Покладемо 𝑐 = 1 +
1

ln𝑥
, 𝑇 = 𝑥

1
2 (ln𝑥)

1
2 . Тодi з (9)–(13) отримуємо

∑︁
𝑛6𝑥

𝑆1
𝑘(𝑛)

𝑛
=
𝐺′

0(1)

𝜁(2)
𝑥+𝑂(𝑥

1
2 ln2 𝑥).

Звiдси, застосовуючи лему Абеля про часткове пiдсумовування, виводимо∑︁
𝑛6𝑥

𝑆1
𝑘(𝑛) =

∑︁
𝑛6𝑥

𝑆1
𝑘(𝑛)

𝑛
𝑛 =

𝐺′
0(1)

𝜁(2)
𝑥2 +𝑂(𝑥

3
2 ln2 𝑥), (14)

з абсолютною сталою в символi ”𝑂”.
Iз виразу для 𝐺′

0(1) виходить, що 𝐺
′
0(1) є обчислюваною додатною сталою, а

тому доведена теорема

Теорема 1. При 𝑥→∝ справедлива асимптотична формула∑︁
𝑛6𝑥

𝑆1
𝑘(𝑛) = 𝐶𝑘𝑥

2 +𝑂
(︁
𝑥

3
2 ln2 𝑥

)︁
,

де стала 𝐶𝑘 > 0 може бути обчислена, а стала у символi ”𝑂” є абсолютною.

Беручи до уваги, що 𝑙𝑛2𝑥 = (𝑥𝜖) для будь-якого фiксованого 𝜖 > 0, ми ма-
ємо, що в отриманiй теоремi 1 залишковий член менше, нiж у формулi (1), яка
наведена в роботi Liping. Бiльш того, наш метод доведення теореми 1 дозволяє
отримати оцiнку залишкового члена

𝑅(𝑥) = 𝑂(𝑥
3
2 exp(−𝑐(ln𝑥)− 2

3 )),

враховуючи, що 𝜁(2𝑠) не має нулiв в областi

𝑅𝑒𝑠 > 1− 𝐶

(ln(|𝑡|+ 10))
2
3 ln ln(|𝑡|+ 10)

(див. [6], гл. VI, теорема 2).
Тепер розглянемо аналог формули Lu Yaming (див. формулу (2)) для ариф-

метичної функцiї 𝜏(𝑆1
𝑘(𝑛)), де 𝜏(𝑛) — функцiя дiльникiв, тобто 𝜏(𝑛) =

∑︁
𝑑|𝑛

1. У

випадку 𝑘 = 2 формула (7) дає (за лемою 5):

∑︁
𝑛6𝑥

𝜏(𝑆1
2(𝑛)) =

1

2𝜋𝑖

𝑐+𝑖𝑇∫︁
𝑐−𝑖𝑇

𝜁2(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝜁(3𝑠)𝐺

(2)
1 (𝑠)

𝑥𝑠

𝑠
𝑑𝑠+𝑂

(︂
𝑥𝑠

𝑇 (𝑐− 1)2

)︂
, (15)
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де 𝑐 > 1, 𝑇 > 1, 𝐺
(2)
1 — регулярна в напiвплощинi 𝑅𝑒𝑠 > 1

4 .
Знову, враховуючи, що подiнтегральна функцiя в напiвплощинi 𝑅𝑒𝑠 > 1

2 має
єдину особливу точку (це полюс другого порядку), ми пiсля стандартних обчи-
слень за допомогою леми 1 знаходимо∑︁

𝑛6𝑥

𝜏(𝑆1
2(𝑛)) =

= res
𝑠=1

(︂
𝜁2(𝑠)

𝜁(2𝑠)
𝜁(3𝑠)𝐺

(2)
1 (𝑠)

𝑥𝑠

𝑠

)︂
+𝑂

⎛⎜⎝ 𝑐∫︁
1
2

𝑇
2(1−𝜎)

3
𝑥𝜎

𝑇
ln𝑇𝑑𝜎

⎞⎟⎠+

+
1

2𝜋𝑖

𝑇∫︁
−𝑇

𝜁2
(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂
𝜁
(︀
3
2 + 3𝑖𝑡

)︀
𝜁(3 + 2𝑖𝑡)

𝐺
(2)
1

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂
𝑥

1
2+𝑖𝑡

1
2 + 𝑖𝑡

𝑑𝑡.

(16)

Для останнього iнтеграла в (16) маємо оцiнку⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑇∫︁
−𝑇

𝜁2
(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂
𝜁
(︀
3
2 + 3𝑖𝑡

)︀
𝜁(3 + 2𝑖𝑡)

𝐺
(2)
1

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂
𝑥

1
2+𝑖𝑡

1
2 + 𝑖𝑡

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6

6 2

𝑇∫︁
1

⃒⃒⃒⃒
𝜁

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒2 ⃒⃒⃒⃒𝜁( 32 + 3𝑖𝑡)

𝜁(3 + 2𝑖𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑥

1
2

𝑡
𝑑𝑡+𝑂(𝑥

1
2 ).

(17)

Тут ми прийняли до уваги, що на вiдрiзку [−1, 1] прямої 𝑅𝑒𝑠 = 1
2 пiдiнте-

гральна функцiя оцiнюється як 𝑂(𝑥
1
2 ) i, крiм того,

𝐺
(2)
1

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂
= 𝑂(1),

⃒⃒⃒⃒
𝜁

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝜁

(︂
1

2
− 𝑖𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒
,

1

𝜁(3 + 2𝑖𝑡)
= 𝑂(ln(|𝑡|+ 10)),

𝜁

(︂
3

2
+ 3𝑖𝑡

)︂
= 𝑂(1).

Тому з нерiвностi Кошi–Шварца отримуємо⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑇∫︁
−𝑇

𝜁2
(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂
𝜁
(︀
3
2 + 3𝑖𝑡

)︀
𝜁(3 + 2𝑖𝑡)

𝐺
(2)
1

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂
𝑥

1
2+𝑖𝑡

1
2 + 𝑖𝑡

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≪

≪ 𝑥
1
2

𝑇∫︁
1

|𝜁( 12 + 𝑖𝑡)|2

𝑡
1
2

ln(|𝑡|+ 10)
1
2

𝑑𝑡≪ 𝑥
1
2 ln4 𝑇.

(18)
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(Ми оцiнили перший iнтеграл праворуч за лемою 1 (vii)). Крiм того, оскiльки
𝜁(𝑠) = 1

𝑠−1 + 𝛾 + (𝑠− 1)𝑔(𝑠), де 𝑔(𝑠) — аналiтична в околi точки 𝑠 = 1, то маємо

𝜁2(𝑠) =
1

(𝑠− 1)2
+

2𝛾

𝑠− 1
+ (𝛾2 + 2𝑔(𝑠)) + (𝑠− 1)2𝑔(𝑠),

𝑥𝑠

𝑠
= 𝑥+ (𝑥 ln𝑥− 𝑥)(𝑠− 1) +𝑂((𝑠− 1)2𝑥 ln𝑥),

𝜁(3𝑠) = 𝜁(3) + 3𝜁 ′(3)(𝑠− 1) + · · · ,

𝐺
(2)
1 (𝑠) = 𝐺

(2)
1 (1) +𝑂(𝑠− 1).

Звiдки випливає, що

res
𝑠=1

(︁
𝜁2(𝑠)
𝜁(2𝑠)𝜁(3𝑠)𝐺

(2)
1 (𝑠)

)︁
=

= 𝜁(3)𝐺
(2)
1 (1)𝑥 ln𝑥+ 𝑥(2𝛾𝜁(3)𝐺

(2)
1 (1)− 𝜁(3)𝐺

(2)
1 (1)+

+3𝜁 ′(3)𝐺
(2)
1 (1) + 𝜁(3)𝐺

(2)𝑃1

1 (1)) = 𝑥𝑃1(ln𝑥),

(19)

де 𝑃1(𝑢) = 𝐴𝑢+𝐵,𝐴 = 𝜁(3)𝐺
(2)
1 (1) > 0, 𝐵 — обчислювальнi сталi.

Випадок 𝑘 > 3 дає подiбний результат. Таким чином, iз спiввiдношень (15)–

(19), беручи 𝑐 = 1 + 1
ln 𝑥 , 𝑇 = 𝑥

1
2 , ми вiдразу отримуємо наступний результат.

Теорема 2. Для кожного натурального 𝑘 > 2 iснують обчислювальнi сталi

𝐶
(1)
𝑘 > 0, 𝐶

(2)
𝑘 такi, що

𝜏(𝑆1
𝑘(𝑛)) = 𝐶

(1)
𝑘 𝑥 ln𝑥+ 𝐶

(2)
𝑘 𝑥+𝑂(𝑥

1
2 (ln𝑥)4).

Для середнього значення функцiї 𝑆2
𝑘(𝑛) в роботi [26] отриманi ”𝑂” i Ω-оцiнки,

i ми не маємо можливостi їх покращити. Але з вигляду твiрного ряд для 𝑆
(2)
𝑘 (𝑛):

∝∑︁
𝑛=1

𝑆
(2)
𝑘 (𝑛)

𝑛𝑠
=
𝜁(𝑠)𝜁(𝑘𝑠− 1)

𝜁(𝑘𝑠)
, 𝑅𝑒𝑠 > 1,

ми можемо отримати "умовний"результат, вважаючи, що гiпотеза Римана спра-
ведлива.

Теорема 3. В умовах справедливостi гiпотези Римана має мiсце асимпто-
тична формула

∑︁
𝑛6𝑥

𝑆
(2)
2 (𝑛) =

3

𝜋

2

𝑥

(︂
ln𝑥+ 3𝛾 − 1− 12

𝜋2
𝜁 ′(3)

)︂
+𝑂

(︁
𝑥

1
3+𝜖
)︁
,

зi сталою в символi ”𝑂”, яка залежить вiд 𝜖.



Асимптотичнi оцiнки середнього значення функцiї Смарандча 17

Доведення. Ми використовуємо формулу Перрона i переносимо контур
iнтегрування на пряму 𝑅𝑒𝑠 = 1

4 + 𝜖, 𝜖 > 0.

Тепер завдяки спiввiдношенню (iii) леми 3 i формулi Стiрлiнга для Γ(𝑧) (див.,
наприклад, [6]):

ln Γ(𝑧) =

(︂
𝑧 − 1

2

)︂
ln 𝑧 − 𝑧 +

√︀
(ln 2𝜋) +𝑂

(︂
1

|𝑧|

)︂
, | arg 𝑧| 6 𝜋 − 𝛿, 𝛿 > 0

виводимо ⃒⃒
𝜁
(︀
1
4 + 𝜖+ 𝑖𝑡

)︀⃒⃒
≪ (|𝑡|+ 10)

1
4 ,⃒⃒

𝜁
(︀
2
(︀
1
4 + 𝜖

)︀)︀
− 1 + 2𝑖𝑡)

⃒⃒
≪ |𝑡|+ 10,

1

|𝜁
(︀
2
(︀
1
4 + 𝜖

)︀)︀
+ 2𝑖𝑡)|

≪ |𝑡|𝜖

(20)

(сталi в символах ” ≪ ” залежать вiд 𝜖).

Таким чином, маємо ∑︀
𝑛6𝑥

𝑆
(2)
2 (𝑛) =

= res
𝑠=1

(︂
𝜁(𝑠)𝜁(2𝑠− 1)

𝜁(2𝑠)

𝑥𝑠

𝑠

)︂
+𝑂

⎛⎜⎝
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

1
4+𝜖+𝑖𝑇∫︁

1
4+𝜖−𝑖𝑇

𝜁(𝑠)𝜁(2𝑠− 1)

𝜁(2𝑠)

𝑥𝑠

𝑠
𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
⎞⎟⎠+

+𝑂

⎛⎜⎝ 𝑐∫︁
1
4+𝜖

𝜁(𝜎 ± 𝑖𝑇 )𝜁(2𝜎 − 1± 2𝑖𝑡)

𝜁(2𝜎 + 2𝑖𝑡)

𝑥𝜎

𝑇
𝑑𝜎

⎞⎟⎠+𝑂

(︂
𝑥𝑐

𝑇 (𝑐− 1)2

)︂
.

(21)

Ми врахували, що в точцi 𝑠 = 1 пiдiнтегральна функцiя має полюс другого
порядку.

Проводячи обчислення res
𝑠=1

i iнтегралiв в (21) за допомогою оцiнок (20), отри-

муємо для 𝑐 = 1 +
1

ln𝑥
:

res
𝑠=1

(︂
𝜁(𝑠)𝜁(2𝑠− 1)

𝜁(2𝑠)

𝑥𝑠

𝑠

)︂
=

3

𝜋

2

𝑥

(︂
ln𝑥+ 3𝛾 − 1− 12

𝜋2
𝜁 ′(2)

)︂
,

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

1
4+𝜖+𝑖𝑇∫︁

1
4+𝜖−𝑖𝑇

𝜁(𝑠)𝜁(2𝑠− 1)

𝜁(2𝑠)

𝑥𝑠

𝑠
𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒≪ 𝑇

5
4−𝜖𝑥

1
4+𝜖, (22)

𝑐∫︁
1
4+𝜖

𝜁(𝜎 ± 𝑖𝑇 )𝜁(2𝜎 − 1± 2𝑖𝑡)

𝜁(2𝜎 + 2𝑖𝑡)

𝑥𝜎

𝑇
𝑑𝜎 ≪ 𝑇

1
4−𝜖𝑥

1
4+𝜖 +

𝑥

𝑇
ln2 𝑥. (23)

Вiзьмемо 𝑇 = 𝑥
1
3 . Тодi з (21)–(23) ми отримаємо твердження теореми 3.
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Зауваження 1. В [26] було отримано безумовний результат з залишко-

вим членом 𝑂(𝑥
3
4 (ln𝑥)

3
2 ) та дана Ω–оцiнка 𝑂(𝑥

1
2 (ln𝑥)

1
2 ). Наш результат покра-

щує безумовну оцiнку з [26], але показує, що можливо Ω–оцiнка може бути
пiдвищена.

Зауваження 2. Метод дослiдження функцiї 𝑆2
2(𝑛) в умовах справедливостi

гiпотези Римана, на жаль, не приводить до покращення залишкового члена для
𝑆2
𝑘(𝑛), 𝑘 ≥ 3, який наведений в роботi [26].

Тепер ми переходимо до побудови асимптотичної формули для середнього
значення 𝜏(𝑆2

𝑘(𝑛)).
Вище ми довели, що

𝜏(𝑆2
𝑘(𝑛)) = 𝜏𝑙,𝑘(𝑛).

Тому маємо (дивись [17])∑︁
𝑛6𝑥

𝜏(𝑆2
𝑘(𝑛)) = 𝑥𝜁(𝑘) + 𝑥

1
𝑘 𝜁

(︂
1

𝑘

)︂
+𝑂(Δ(1, 𝑘;𝑥)),

де Δ(1, 𝑘;𝑥) =
∑︀

1 +
∑︀

2 ;
∑︀

1 = max
16𝑁6𝑥

1
𝑘 +1

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︀
𝑁6𝑛62𝑁

𝜓( 𝑥
𝑛𝑘 )

⃒⃒⃒⃒
⃒ , 𝜓(𝑢) := 𝑢 − [𝑢] − 1

2 ,

[𝑢] — цiла частина 𝑢.

З роботи Richert[10] випливає, що Δ(1, 𝑘;𝑥) ≪ 𝑥
2

5+2𝑘 , що краще, нiж резуль-
тат, вказаний в роботi In Yaming [8] (див. формулу (2) нашої роботи).

На сьогоднiшнiй день можна отримати таку оцiнку

Δ(1, 𝑘;𝑥) ≪ 𝑥𝜃(𝑘) ln𝑥, 𝜃(𝑘) = max

(︂
𝑙0 + 𝑙1
𝑙0 + 1

,
1

𝑘 + 1
,

𝑙0
𝑙0𝑘 + 𝑞 + 𝑙0 − 𝑙1

)︂
,

де (𝑙0, 𝑙1) — довiльна експонентна пара (наприклад, експонентна пара Huxley-
Watt ( 9

56 + 𝜖, 3756 + 𝜖), 𝜖 > 0 — довiльно мале число). Таким чином, справедлива

Теорема 4. Нехай (𝑙0, 𝑙1) — одновимiрна експонентна пара, 0 < 𝑙0 <
1
2 <

𝑙1 < 1. Тодi справедлива асимптотична формула∑︁
𝑛≤𝑥

𝜏(𝑆2
𝑘(𝑛)) = 𝜁(𝑘)𝑥+ 𝜁

(︂
1

𝑘

)︂
𝑥

1
𝑘 +𝑂

(︁
𝑥𝜃(𝑘) ln𝑥

)︁
,

де 𝜃(𝑘) визначена вище.

Нашою останньою метою буде доведення асимптотичної формули для сере-
днього занчення 𝜏(𝑆2

2(𝑛)) в короткому iнтервалi, а саме

Теорема 5. Для ℎ ∈ [𝑥𝜃, 𝑥) справедлива асимптотична формула

1

ℎ

∑︁
𝑥<𝑛6𝑥+ℎ

𝜏(𝑆2
2(𝑛)) =

6

𝜋2
+𝑂

(︁
ℎ

1
2

)︁
+𝑂

(︀
𝑥𝜃
)︀
,

де 𝜃 = 0, 2204.
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Доведення. Для ℎ > 𝑥
2 маємо∑︁
𝑥<𝑛6𝑥+ℎ

𝜏1,2(𝑛) =
∑︁

𝑥<𝑚𝑑26𝑥+ℎ

1 =

=
∑︁

𝑑6(𝑥+ℎ)
1
2

∑︁
𝑥
𝑑2

<𝑚6 𝑥+ℎ

𝑑2

1 =
∑︁

𝑑6(𝑥+ℎ)
1
2

(︂[︂
𝑥+ ℎ

𝑑2

]︂
−
[︁ 𝑥
𝑑2

]︁)︂
=

= ℎ

∝∑︁
𝑑=1

1

𝑑2
+𝑂

⎛⎜⎝ℎ ∑︁
𝑑6(𝑥+ℎ)

1
2

⎞⎟⎠ = 𝜁(2)ℎ+𝑂
(︁
ℎ

1
2

)︁
.

(24)

Далi для 𝑥
2
3 6 ℎ < 𝑥

2∑︁
𝑥<𝑛6𝑥+ℎ

𝜏1,2(𝑛) =
∑︁
𝑑6ℎ

1
2

∑︁
𝑥
𝑑2

<𝑚6 𝑥+ℎ

𝑑2

1 +
∑︁

𝑥<𝑚𝑑26𝑥+ℎ
1

𝑑 > ℎ
1
2 1 =

= 𝜁(2)ℎ+𝑂
(︁
ℎ

1
2

)︁
+𝑂

⎛⎝∑︁
𝑚< 𝑥

ℎ

(︃√︂
𝑥+ ℎ

𝑚
−
√︂
𝑥

𝑚

)︃⎞⎠ = 𝜁(2)ℎ+𝑂
(︁
ℎ

1
2

)︁
.

(25)

Нарештi, для ℎ < 𝑥
2
3 маємо

∑︁
𝑥<𝑛6𝑥+ℎ

𝜏1,2(𝑛) =
∑︁
𝑑6ℎ

1
2

(︂[︂
𝑥+ ℎ

𝑑2

]︂
−
[︁ 𝑥
𝑑2

]︁)︂
+𝑂

⎛⎝ ∑︁
ℎ

1
2 <𝑑<𝑥

1
2

(︂[︂
𝑥+ ℎ

𝑑2

]︂
−
[︁ 𝑥
𝑑2

]︁)︂⎞⎠ ,

оскiльки ∑︁
ℎ

1
2 <𝑑<𝑥

1
2

(︂[︂
𝑥+ ℎ

𝑑2

]︂
−
[︁ 𝑥
𝑑2

]︁)︂
=

=
∑︁

ℎ
1
2 <𝑑<𝑥

1
3

(︂
𝜓
(︁ 𝑥
𝑑2

)︁
− 𝜓

(︂
𝑥+ ℎ

𝑑2

)︂)︂
+𝑂(ℎ

1
2 ) +

∑︁
𝑥

1
2 <𝑑<𝑥

1
3

∑︁
𝑥<𝑚𝑑26𝑥+1

1.

(26)

Але

∑︁
𝑥

1
2 <𝑑<𝑥

1
3

∑︁
𝑥<𝑚𝑑26𝑥+1

1 =
∑︁

𝑚6𝑥
1
3

∑︁
( 𝑥
𝑚 )

1
2 <𝑑6( 𝑥+ℎ

𝑚 )
1
2

1 =
∑︁

𝑚6𝑥
1
3

(︃[︃√︂
𝑥+ ℎ

𝑚

]︃
−
[︂√︂

𝑥

𝑚

]︂)︃
=

=
∑︁

𝑚6𝑥
1
3

(︃
𝜓

(︂√︂
𝑥

𝑚

)︂
− 𝜓

(︃√︂
𝑥+ ℎ

𝑚

)︃)︃
+𝑂

(︁
ℎ𝑥

1
3

)︁
=

=
∑︁

𝑚6𝑥
1
3

(︃
𝜓

(︂√︂
𝑥

𝑚

)︂
− 𝜓

(︃√︂
𝑥+ ℎ

𝑚

)︃)︃
+𝑂

(︁
ℎ𝑥

1
2

)︁
.

(27)
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Таким чином, ми отримали спiввiдношення

∑︁
𝑥<𝑛6𝑥+ℎ

𝜏1,2(𝑛) = 𝜁(2)ℎ+𝑂

⎛⎜⎝
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∑︁
ℎ6𝑥

1
3

𝜓

(︂√︂
𝑥

𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
⎞⎟⎠+

+𝑂

⎛⎜⎝
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∑︁
ℎ6𝑥

1
2

𝜓
(︁ 𝑥
𝑛2

)︁⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
⎞⎟⎠+𝑂

(︁
ℎ

1
2

)︁
.

(28)

Суми справа оцiнювали багато авторiв (див. [17]). Ми будемо користуватись
оцiнками ∑︁

ℎ6𝑥
1
3

𝜓

(︂√︂
𝑥

𝑛

)︂
≪ 𝑥

9
41 = 𝑥0,2195... (див.[10]) , (29)

∑︁
ℎ6𝑥

1
3

𝜓
(︁ 𝑥
𝑛2

)︁
= 𝑥0,2204(див.[2]) . (30)

Тому з (28)–(30) випливає твердження теореми 5.

Висновки. В теоремах 1–5 нами покращенi деякi результати Keng [7], Lu
Yaming [8], Wang Yanxing [15], а також доведено новi оцiнки вiдносно розподiлу
значень 𝜏(𝑆1

𝑘(𝑛)) на вiдрiзках натурального ряду i 𝜏(𝑆
2
2(𝑛)) в короткому iнтерва-

лi.
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Введение. Большие разреженные системы с седловыми матрицами вида

𝒜 =

[︂
𝐴 𝐵

−𝐵𝑇 0

]︂
, (1)

где 𝐴 ∈ R𝑚×𝑚 — симметричная положительно определенная матрица, 𝐵 ∈ R𝑚×𝑛

(𝑚 ≥ 𝑛) — матрица полного столбцового ранга, возникают во многих научных
приложениях, например, при аппроксимации смешанным методом конечных эле-
ментов различных задач механики жидкости и механики деформируемого твер-
дого тела [1]. Эффективными методами решения систем с седловыми матрицами
являются итерационные методы подпространства Крылова, такие как MINRES
(the minimal residual method), GMRES (the generalized minimal residual method),

c○Вербицкий В. В., Иванищева И. Н., 2013
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CG (conjugate gradients) [2,3,4]. Методы подпространства Крылова требуют пред-
обуславливания исходной системы [4]. Один из известных способов построения
предобуславливателей для систем с седловыми матрицами состоит в использова-
нии неполного разложения исходной матрицы [3]. В работе [5] показано, что для
матрицы (1) существует обобщенное разложение Холесского.

Статья посвящена построению неполного обобщенного разложения Холесско-
го для матрицы (1) с целью его использования в качестве предобуславливателя
для итерационного метода подпространства Крылова.

Основные результаты.

1. Итерационные методы подпространства Крылова
Пусть 𝑥0 — начальное приближение к решению системы

𝒜𝑥 = 𝑏 (2)

и 𝑟0 = 𝑏−𝒜𝑥0 — невязка начального приближения. На 𝑘–ой итерации итерацион-
ные методы подпространства Крылова определяют приближение 𝑥𝑘 к решению
системы, удовлетворяющее условию

𝑥𝑘 ∈ 𝑥0 +𝒦𝑘(𝒜, 𝑟0), (3)

где
𝒦𝑘(𝒜, 𝑟0) ≡ span{𝑟0,𝒜𝑟0, . . . ,𝒜𝑘−1𝑟0}

есть 𝑘–е подпространство Крылова, определяемое матрицей 𝒜 и вектором 𝑟0.
Хорошо известно, что подпространства Крылова образуют вложенную последо-
вательность подпространств, наибольшая размерность которых

𝑑 ≡ dim𝒦𝑚+𝑛(𝒜, 𝑟0) ≤ 𝑚+ 𝑛,

т. е.
𝒦1(𝒜, 𝑟0) ⊂ · · · ⊂ 𝒦𝑑(𝒜, 𝑟0) = · · · = 𝒦𝑚+𝑛(𝒜, 𝑟0).

В частности, для любого 𝑘 ≤ 𝑑 размерность подпространства Крылова 𝒦𝑘(𝒜, 𝑟0)
равна 𝑘.

Поскольку число степеней свободы для определения приближения 𝑥𝑘 равно
𝑘, то для его однозначного определения необходимо 𝑘 условий. В методах под-
пространства Крылова эти условия определяются следующим образом

𝑟𝑘 = 𝑏−𝒜𝑥𝑘 ∈ 𝑟0 +𝒜𝒦𝑘(𝒜, 𝑟0), 𝑟𝑘⊥𝒞𝑘, (4)

где 𝒞𝑘 подпространство размерности 𝑘.
Если подпространство Крылова 𝒦𝑘(𝒜, 𝑟0) имеет размерность 𝑘 и

𝒜 = 𝒜𝑇 > 0 и 𝒞𝑘 = 𝒦𝑘(𝒜, 𝑟0) (𝐼)

или
det𝒜 ≠ 0 и 𝒜𝒞𝑘 = 𝒦𝑘(𝒜, 𝑟0), (𝐼𝐼)

то приближение 𝑥𝑘 вида (3), невязка которого удовлетворяет условию (4), одно-
значно определяется.
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Условия (𝐼) лежат в основе известных реализаций методов подпространства
Крылова MINRES и CG, а условия (𝐼𝐼) — в основе метода GMRES.

Наиболее предпочтительным методом для систем с симметричными положи-
тельно определенными матрицами является алгоритм сопряженных градиентов
CG. Он наименее подвержен численной неустойчивости и его реализация наиме-
нее трудоемкая, ибо на 𝑘-м шаге необходимо хранить лишь четыре вектора, а не
𝑘[4].

Отметим, что матрица (1) несимметрична и не является положительно опре-
деленной. Далее будет построен такой предобуславливатель, что матрица пред-
обусловленной системы будет симметричной и положительно определенной.

2. Неполное обобщенное разложение Холесского
Известно, что методы подпространства Крылова требуют предобуславлива-

ния исходной системы. В противном случае методы сходятся очень медленно или
вообще расходятся [4]. Предобуславливание состоит в следующем. Вместо систе-
мы (2) рассматривается предобусловленная система

𝑀−1𝒜𝑥 =𝑀−1𝑏, (5)

где предобуславливатель 𝑀 выбирают так, чтобы:

1) система 𝑀𝑦 = 𝑔 решалась легче исходной;

2) матрица𝑀−1 была близка к исходной, в результате чего уменьшается чис-
ло обусловленности задачи и, как следствие, увеличивается скорость схо-
димости метода.

Один из известных способов построения предобуславливателя состоит в ис-
пользовании неполного разложения матрицы. Например, неполное 𝐿𝑈–разложение
имеет вид

𝒜 = 𝐿𝑈 +𝑅, (6)

где 𝐿 — нижняя треугольная матрица с единицами на главной диагонали, 𝑈 —
верхняя треугольная матрица. При этом 𝑙𝑖𝑗 ̸= 0, 𝑢𝑖𝑗 ̸= 0, только если 𝑎𝑖𝑗 ̸= 0 и
если 𝑎𝑖𝑗 ̸= 0, то 𝑟𝑖𝑗 = 0. Если построено разложение (6), то предобуславливатель
выбирают следующим образом

𝑀 = 𝐿𝑈.

К сожалению, неполное разложение вида (6) может не существовать для многих
типов матриц. Например, хорошо известно, что неполное разложение Холесского
может не существовать для симметричной положительно определенной матри-
цы [5].

Представим матрицу 𝒜 в виде[︂
𝐴 𝐵

−𝐵𝑇 0

]︂
=

[︂
𝐿1 0

−(𝐿−1
1 𝐵)𝑇 𝐼

]︂ [︂
𝐼 0
0 𝑆

]︂ [︂
𝐿𝑇
1 𝐿−1

1 𝐵
0 𝐼

]︂
, (7)

где 𝐿1 ∈ 𝑅𝑚×𝑚 — множитель Холесского матрицы 𝐴 (𝐴 = 𝐿1𝐿
𝑇
1 ),

𝑆 = (𝐿−1
1 𝐵)𝑇 (𝐿−1

1 𝐵) = 𝐵𝑇𝐿−𝑇
1 𝐿−1

1 𝐵 = 𝐵𝑇𝐴−1𝐵
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— положительно определенная матрица. Построив разложение Холесского 𝑆 =
𝐿𝐿𝑇 , из (7) получаем разложение[︂

𝐴 𝐵
−𝐵𝑇 0

]︂
=

[︂
𝐿1 0

−(𝐿−1
1 𝐵)𝑇 𝐿

]︂ [︂
𝐿𝑇
1 𝐿−1

1 𝐵
0 𝐿𝑇

]︂
. (8)

Разложение (8) называется обобщенным разложением Холесского седловой мат-
рицы 𝒜 [6].

Пусть ̃︀𝑆 — положительно определенная матрица, получаемая из матрицы
𝑆 обнулением некоторых элементов. Например, если матрицу 𝑆 представить в
блочном виде с квадратными диагональными блоками

𝑆 =

⎡⎢⎣ 𝑆11 · · · 𝑆1𝑘

...
. . .

...
𝑆𝑘1 · · · 𝑆𝑘𝑘

⎤⎥⎦ ,
то

̃︀𝑆 =

⎡⎢⎣ 𝑆11

. . .

𝑆𝑘𝑘

⎤⎥⎦ .
Заметим, что в этом случае ̃︀𝑆 — блочный предобуславливатель Якоби для мат-
рицы 𝑆. Самый простой способ выбора матрицы ̃︀𝑆 — это положить ̃︀𝑆 = diag(𝑆).

Построим разложение Холесского матрицы ̃︀𝑆 = 𝐿2𝐿
𝑇
2 . Положив 𝑆 = 𝐿2𝐿

𝑇
2 +

𝑅, из (7) получаем разложение[︂
𝐴 𝐵

−𝐵𝑇 0

]︂
=

[︂
𝐿1 0

−(𝐿−1
1 𝐵)𝑇 𝐿2

]︂ [︂
𝐿𝑇
1 𝐿−1

1 𝐵
0 𝐿𝑇

2

]︂
+

[︂
0 0
0 𝑅

]︂
. (9)

Разложение (9) назовем неполным обобщенным разложением Холесского седло-
вой матрицы 𝒜.

Построим предобуславливатель для системы (2), используя неполное обоб-
щенное разложение Холесского. Системе (2) поставим в соответствие предобу-
словленную систему

ℒ−1𝒜 ̃︀ℒ−𝑇 𝑦 = ℒ−1𝑏, (10)

где 𝑦 = ̃︀ℒ𝑇𝑥,

ℒ =

[︂
𝐿1 0

−(𝐿−1
1 𝐵)𝑇 𝐿2

]︂
, ̃︀ℒ𝑇 =

[︂
𝐿𝑇
1 𝐿−1

1 𝐵
0 𝐿𝑇

2

]︂
.

Теорема 1. Матрица ℒ−1𝒜 ̃︀ℒ−𝑇 предобусловленной системы (10) симмет-
рична, а если все собственные значения матрицы 𝐿−1

2 𝑅𝐿−𝑇
2 больше −1, то и по-

ложительно определена, в частности матрица, ℒ−1𝒜 ̃︀ℒ−𝑇 положительно опре-
делена, если

||𝑅||1 < 𝜆𝑚𝑖𝑛(̃︀𝑆). (11)
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Доказательство. Легко проверить, что

ℒ−1𝒜 ̃︀ℒ−𝑇 =

[︂
𝐼 0

0 𝐼 + 𝐿−1
2 𝑅𝐿−𝑇

2

]︂
.

Отсюда сразу следуют первые два утверждения теоремы.
Пусть {𝜆, 𝑥} — произвольная собственная пара матрицы 𝐿−1

2 𝑅𝐿−𝑇
2 , тогда

𝐿−1
2 𝑅𝐿−𝑇

2 𝑥 = 𝜆𝑥, 𝑥 ̸= 0,

𝑅𝑦 = 𝜆𝐿2𝐿
𝑇
2 𝑦, 𝑦 = 𝐿−𝑇

2 𝑥 ̸= 0,

𝑅(𝐿2𝐿
𝑇
2 )

−1𝑧 = 𝜆𝑧, 𝑧 = (𝐿2𝐿
𝑇
2 )𝑦 ̸= 0.

Из последнего равенства получаем

|𝜆| ||𝑧||2 = ||𝑅(𝐿2𝐿
𝑇
2 )

−1𝑧||2 = ||𝑅̃︀𝑆−1𝑧||2 6 ||𝑅||2||̃︀𝑆−1||2||𝑧||2 6
||𝑅||1||𝑧||2
𝜆𝑚𝑖𝑛(̃︀𝑆) .

Значит,

|𝜆| 6 ||𝑅||1
𝜆𝑚𝑖𝑛(̃︀𝑆) .

Поэтому, если условие (11) выполняется, все собственные значения матрицы
𝐿−1
2 𝑅𝐿−𝑇

2 по модулю меньше 1 и по второму утверждению теоремы матрица

ℒ−1𝒜 ̃︀ℒ−𝑇 положительно определена.
Таким образом, согласно теореме 1, для нахождения решения предобуслов-

ленной системы (10) можно применить метод сопряженных градиентов CG.
Известно, что эффективность предобуславливателя, построенного на непол-

ном разложении, зависит от перенумерации неизвестных [7]. Очевидно, что чем

ближе к нулевой матрице матрица 𝑅, тем лучше матрица ℒ ̃︀ℒ𝑇 аппроксимирует
матрицу 𝒜, а значит, тем эффективней будет предобуславливатель. С другой сто-
роны, чем больше разреженность матрицы 𝑆, тем меньше ненулевых элементов
содержит матрица 𝑅 при фиксированном выборе матрицы ̃︀𝑆. В рассматриваемом
выше случае матрица 𝑆 будет полностью заполненной. В работе [6] предложены
алгоритмы перенумерации для уменьшения заполнений обобщенных множите-
лей Холесского. Покажем, что эти алгоритмы перенумерации можно применить
и для построения более эффективных предобуславливателей на основании непол-
ного обобщенного разложения Холесского.

Седловую матрицу 𝒜, элементы которой переупорядочены с целью умень-
шения заполнения обобщенных множителей Холесского, представим в блочном
виде следующим образом:

𝒜=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐴11 𝐵12 𝐴13 𝐵14 · · · 𝐴1,2𝑝−1 𝐵1,2𝑝

−𝐵𝑇
12 𝑂22 𝐵23 𝑂24 · · · 𝐵2,2𝑝−1 𝑂2,2𝑝

𝐴𝑇
13 −𝐵𝑇

23 𝐴33 𝐵34 · · · 𝐴3,2𝑝−1 𝐵3,2𝑝

−𝐵14 𝑂𝑇
24 −𝐵𝑇

34 𝑂44 · · · 𝐵4,2𝑝−1 𝑂4,2𝑝

...
...

...
...

. . .
...

...
𝐴𝑇

1,2𝑝−1 −𝐵𝑇
2,2𝑝−1 𝐴𝑇

3,2𝑝−1 −𝐵𝑇
4,2𝑝−1 · · · 𝐴2𝑝−1,2𝑝−1 𝐵2𝑝−1,2𝑝

−𝐵𝑇
1,2𝑝 0𝑇2,2𝑝 −𝐵𝑇

3,2𝑝 𝑂𝑇
4,2𝑝 · · · −𝐵𝑇

2𝑝−1,2𝑝 𝑂2𝑝,2𝑝

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (12)

Докажем следующую лемму.
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Лемма 1. Столбцы блока[︀
𝐵𝑇

1,2𝑘, 𝑂
𝑇
2,2𝑘, 𝐵

𝑇
3,2𝑘, 𝑂

𝑇
4,2𝑘, · · · , 𝐵𝑇

2𝑘−1,2𝑘

]︀𝑇
,

который расположен над диагональным нулевым блоком 𝑂2𝑘,2𝑘, 𝑘 = 1, 𝑝, линей-
но независимы.

Доказательство. Поскольку для матрицы (12) можно построить обобщен-
ное разложение Холесского, а значит, и 𝐿𝑈 -разложение, то по теореме об 𝐿𝑈 -
разложении определители всех главных ведущих подматриц матрицы (12) отлич-
ны от нуля. Значит, столбцы указанного блока не могут быть линейно зависимы,
ибо в этом случае определитель главной ведущей подматрицы, содержащий эти
столбцы и часть нулевого блока 𝑂2𝑘,2𝑘, равнялся бы нулю.

Теорема 2. Если элементы седловой матрицы 𝒜 переупорядочены так, что
для нее существует обобщенное разложение Холесского, то для нее можно по-
строить неполное обобщенное разложение Холесского.

Доказательство. Для построения неполного обобщенного разложения Хо-
лесского матрицы (12) необходимо 𝑝 шагов. Каждый шаг состоит из двух этапов.
Рассмотрим первый шаг разложения. Обозначим 𝒜(0) = 𝒜. Матрица

𝒜(0)
𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴

(0)
11 𝐴

(0)
13 · · · 𝐴

(0)
1,2𝑝−1

(𝐴
(0)
13 )

𝑇 𝐴
(0)
33 · · · 𝐴

(0)
3,2𝑝−1

...
...

. . .
...

(𝐴
(0)
1,2𝑝−1)

𝑇 (𝐴
(0)
3,2𝑝−1)

𝑇 · · · 𝐴
(0)
2𝑝−1,2𝑝−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
положительно определена. Построим разложение Холесского матрицы 𝐴

(0)
11 =

𝐿11𝐿
𝑇
11. Тогда первая блочная строка множителя

̃︀ℒ𝑇 будет иметь вид[︁
𝐿𝑇
11, 𝐵

(1)
12 , 𝐴

(1)
13 , 𝐵

(1)
14 , · · · , 𝐴

(1)
1,2𝑝−1, 𝐵

(1)
1,2𝑝

]︁
,

где

𝐵
(1)
1,2𝑗 = 𝐿−1

11 𝐵
(0)
1,2𝑗 , 𝐴

(1)
1,2𝑗−1 = 𝐿−1

11 𝐴
(0)
1,2𝑗−1, 𝑗 = 2, 𝑝,

а первый блочный столбец множителя ℒ будет таким[︁
𝐿𝑇
11,−𝐵

(1)
12 , 𝐴

(1)
13 ,−𝐵

(1)
14 , · · · , 𝐴

(1)
1,2𝑝,−𝐵

(1)
1,2𝑝−1

]︁𝑇
.

Блоки активной подматрицы первого этапа первого шага разложения вычисля-
ются следующим образом:

𝒜(0.5)
𝐴 =

⎡⎢⎢⎣
𝐴

(0)
33 · · · 𝐴

(0)
3,2𝑝−1

...
. . .

...

(𝐴
(0)
3,2𝑝−1)

𝑇 · · · 𝐴
(0)
2𝑝−1,2𝑝−1

⎤⎥⎥⎦−

⎡⎢⎢⎣
(𝐴

(1)
13 )

𝑇

...

(𝐴
(1)
1,2𝑝−1)

𝑇

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

(𝐴
(1)
13 )

𝑇

...

(𝐴
(1)
1,2𝑝−1)

𝑇

⎤⎥⎥⎦
𝑇

;

(13)

𝐵
(1)
2𝑘,2𝑗−1 = ⌊𝐵(0)

2𝑘,2𝑗−1 + (𝐵
(1)
1,2𝑘)

𝑇𝐴
(1)
1,,2𝑗−1⌋, 𝑘 = 1, 𝑝, 𝑗 = 𝑘 + 1, 𝑝;
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𝐵
(1)
2𝑘−1,2𝑗 = 𝐵

(0)
2𝑘−1,2𝑗 − (𝐴

(1)
1,2𝑘−1)

𝑇𝐵
(1)
1,,2𝑗 , 𝑘 = 2, 𝑝, 𝑗 = 𝑘, 𝑝; (14)

𝑂
(1)
2𝑘,2𝑘 = diag((𝐵

(1)
1,2𝑘)

𝑇𝐵
(1)
1,2𝑘), 𝑘 = 1, 𝑝;

блоки 𝑂2𝑘,2𝑗 , 𝑘 ̸= 𝑗, остаются нулевыми. Здесь скобки ⌊⌋ означают, что эле-

мент блока 𝐵
(1)
2𝑘,2𝑗−1 вычисляется лишь тогда, когда соответствующий элемент

блока 𝐵
(0)
2𝑘,2𝑗−1 отличен от нуля. Поскольку фактически матрица 𝒜(0.5)

𝐴 являет-
ся активной подматрицей после первого шага разложения Холесского матрицы

𝒜(0)
𝐴 , то она положительно определена. В силу леммы 1 диагональные элементы

матрицы 𝑂
(1)
2,2 положительны, поэтому можно вычислить разложение Холесского

𝑂
(1)
2,2 = 𝐿22𝐿

𝑇
22. Теперь на втором этапе первого шага вычислим вторую блочную

строку множителя ̃︀ℒ𝑇 , [︁
𝐿𝑇
22, 𝐵

(1)
23 , 𝑂24, · · · , 𝐵(1)

2,2𝑝−1, 𝑂2,2𝑝

]︁
,

и второй блочный столбец множителя ℒ[︁
𝐿𝑇
22,−𝐵

(1)
23 , 𝑂24, · · · ,−𝐵(1)

2,2𝑝−1, 𝑂2,2𝑝

]︁𝑇
,

где 𝐵
(1)
2,2𝑘−1 = 𝐿−1

22 𝐵
(1)
2,2𝑘−1, 𝑘 = 2, 𝑝. Активная подматрица этого этапа вычисляет-

ся так:

𝒜(1)
𝐴 = 𝒜(0.5)

𝐴 +

⎡⎢⎢⎣
(𝐵

(1)
23 )𝑇

...

(𝐵
(1)
2,2𝑝−1)

𝑇

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

(𝐵
(1)
23 )𝑇

...

(𝐵
(1)
2,2𝑝−1)

𝑇

⎤⎥⎥⎦
𝑇

. (15)

Поскольку матрица 𝒜(0.5)
𝐴 положительно определена, то и матрица 𝒜(1)

𝐴 тоже
положительно определена.

Предположим, что выполнено 𝑘 шагов разложения. Покажем, что можно вы-
полнить (𝑘 + 1)-й шаг. Матрица

𝒜(𝑘)
𝐴 =

⎡⎢⎢⎣
𝐴

(𝑘)
2𝑘+1,2𝑘+1 · · · 𝐴

(𝑘)
2𝑘+1,2𝑝−1

...
. . .

...

(𝐴
(𝑘)
2𝑝−1,2𝑘+1)

𝑇 · · · 𝐴
(𝑘)
2𝑝−1,2𝑝−1

⎤⎥⎥⎦
положительно определена, поскольку преобразования активной подматрицы на
обоих этапах каждого шага, определяемые формулами типа (13) и (15), сохра-
няют положительную определенность. Значит, можно выполнить первый этап
(𝑘+1)-го шага разложения. Второй этап (𝑘+1)-го шага можно выполнить, если
диагональные элементы матрицы

𝑂
(𝑘+1)
2𝑘+2,2𝑘+2 = diag

(︁
(𝐵

(1)
1,2𝑘+2)

𝑇𝐵
(1)
1,2𝑘+2 + (𝐵

(2)
3,2𝑘+2)

𝑇𝐵
(2)
2,2𝑘+2 + · · ·+

+(𝐵
(𝑘+1)
2𝑘+1,2𝑘+2)

𝑇𝐵
(𝑘+1)
2𝑘+1,2𝑘+2

)︁
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положительны. 𝑙-й диагональный элемент этой матрицы будет положительным,
если 𝑙-й столбец матрицы[︁

(𝐵
(1)
1,2𝑘+2)

𝑇 , 𝑂𝑇
2,2𝑘+2, (𝐵

(2)
3,2𝑘+2)

𝑇 , · · · , (𝐵(𝑘+1)
2𝑘+1,2𝑘+2)

𝑇
]︁𝑇

отличен от нулевого. Поскольку по лемме 1 столбцы матрицы[︀
𝐵𝑇

1,2𝑘+2, 𝑂
𝑇
2,2𝑘+2, 𝐵

𝑇
3,2𝑘+2, · · · , 𝐵𝑇

2𝑘+1,2𝑘+2

]︀𝑇
линейно независимы, найдется такой индекс 𝑡, 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑘 + 1,что

(𝐵2̃︀𝑡−1,2𝑘+2)*,𝑙 = 0, 1 ≤ ̃︀𝑡 < 𝑡, (𝐵2𝑡−1,2𝑘+2)*,𝑙 ̸= 0.

Тогда, учитывая формулы преобразования типа (14), находим, что

(𝐵
(𝑡)
2𝑡−1,2𝑘+2)*,𝑙 ̸= 0.

3.Вычислительный эксперимент
Аппроксимируя задачу Дирихле для бигармонического оператора

Δ2𝑢 = 𝑓 в Ω,

𝑢 = 𝜕𝑛𝑢 = 0 на 𝜕Ω,

где Ω = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑦 < 1 − 𝑥}, смешанным методом конечных
элементов по схеме Германа–Мийоси, получаем систему (2) с матрицей 𝒜 вида
(1), размерность которой зависит от триангуляции области Ω.

В вычислительном эксперименте правая часть 𝑓 уравнения выбрана так, что
точное решение краевой задачи имеет вид 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦2(1−𝑥− 𝑦)2. Использова-
лись равномерные триангуляции, определяемые разбиением катетов треугольни-
ка Ω на равные части. Узлы триангуляции нумеровались слева направо и снизу
вверх. Матрица вида (1) получается, если вначале нумеровать неизвестные одно-
го типа, а затем — другого типа. Матрица вида (12) получается, если в каждом
узле вначале нумеровать неизвестные одного типа, а затем — другого типа.

Òàáëèöà 1.

Ñåòêà 𝑚 𝑛 Áåç ïåðåíîì. Ñ ïåðåíîì.
10× 10 198 66 26 16
20× 20 693 231 123 59
30× 30 1488 496 * 140
40× 40 2583 861 * 259
50× 50 3978 1346 * 393
×èñëî èòåðàöèé àëãîðèòìà CG, íåîáõîäèìîå

äëÿ âûïîëíåíèÿ îöåíêè ||𝒜𝑥𝑘 − 𝑏||2/||𝑏||2 ≤ 10−6

Известно, что такая нумерация позволяет построить обобщенное разложе-
ние Холесского [6], а значит, можно построить и неполное обобщенное разло-
жение Холесского. Неполное обобщенное разложение Холесского строилось для



30 Вербицкий В. В., Иванищева И. Н.

матриц обоих типов. В качестве матрицы ̃︀𝑆 выбиралась диагональная матрица.
Затем строились предобуславливатели. Решение предобусловленной системы на-
ходилось методом сопряженных градиентов 𝐶𝐺. Использовалась функция 𝑐𝑔𝑠()
пакета MATLAB. В таблице 1 представлены результаты вычислительного экспе-
римента.

Отметим, что выбранная перенумерация далека от оптимальной (алгоритмы
построения более эффективных перенумераций приведены в работе [6]). Тем не
менее, предобуславливатель, построенный для перенумерованной матрицы, ока-
зался значительно эффективнее предобуславливателя для исходной матрицы.

Заключение. Нами доказано существование неполного обобщенного раз-
ложения Холесского седловой матрицы. Показано, что неполное обобщенное раз-
ложение Холесского вместе с алгоритмами перенумерации элементов матрицы,
уменьшающими заполнение обобщенных множителей Холесского, можно исполь-
зовать для построения эффективных предобуславливателей. Причем предобу-
словленная система является симметричной и положительно определенной, что
позволяет использовать метод сопряженных градиентов, который среди методов
подпространств Крылова является одним из самых эффективных и наименее
трудоемким. Проведенный вычислительный эксперимент, в котором седловые
матрицы различной размерности получаются в результате аппроксимации за-
дачи Дирихле для бигармонического оператора смешанным методом конечных
элементов на последовательности равномерных сгущающихся сеток, подтвержда-
ет теоретические результаты. Отметим, что построение предобулавливателей на
основании неполного обобщенного разложения Холесского требует разработки
эффективных методов перенумерации элементов седловой матрицы.
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𝑑𝑥3
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Введение. В работе [1] предложен метод получения интегральных пред-
ставлений для положительно определенных ядер 𝐾 (𝑥, 𝑦)

(︀
𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅1

)︀
с использо-

ванием собственных функций дифференциальных операторов, как обычных, так
и частных производных. С применением этого метода в монографии [2] доказана
теорема об интегральном представлении таких ядер

𝐾(𝑥, 𝑦) =

∞∫︁
−∞

𝑟−1∑︁
𝑗,𝑘=0

𝜒𝑗(𝑥;𝜆)𝜒𝑘(𝑦;𝜆)𝑑𝜎𝑗𝑘(𝜆)

через фундаментальную систему решений 𝜒0(𝑥;𝜆), 𝜒1(𝑥;𝜆), . . . , 𝜒𝑟−1(𝑥;𝜆) диф-
ференциального уравнения 𝐿𝑢 = 𝜆𝑢. Получены интегральные представления

для ядер типа 𝐾(𝑦 − 𝑥),
1

2
[𝐾(𝑥 + 𝑦) ± 𝐾(𝑥 − 𝑦)],𝐾(𝑥 + 𝑦), связанных с диф-

ференциальными операторами
𝑑

𝑑𝑥
,− 𝑑2

𝑑𝑥2
, 𝑖
𝑑

𝑑𝑥
. В данной статье доказана теорема

об интегральном представлении положительно определенных ядер, связанных с

дифференциальным оператором
𝑑3

𝑑𝑥3
.

c○Лопотко О. В., 2013
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Основные результаты.

Определение 1. Целую функцию C ∋ 𝑠 ↦→ 𝑘(𝑠) ∈ 𝐶∞ будем называть
положительно определенной, если

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)𝜉𝑖𝜉𝑗 > 0, ∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑁 ; 𝜉1, . . . , 𝜉𝑁 ∈ R1, (1)

где

𝐾(𝑥, 𝑦)=
1

3

[︃
𝑘(𝑥+𝑦)+𝑘

(︃
−1 + 𝑖

√
3

2
𝑥+

−1− 𝑖
√
3

2
𝑦

)︃
+𝑘

(︃
−1− 𝑖

√
3

2
𝑥+

−1 + 𝑖
√
3

2
𝑦

)︃]︃
,

причем

𝐾(0, 0) = 0;
𝜕𝐾

𝜕𝑥
(0, 0) = 0;

𝜕2𝐾

𝜕𝑥2
(0, 0) = 0;

𝜕𝐾

𝜕𝑦
(0, 0) = 0;

𝜕2𝐾

𝜕𝑦2
(0, 0) = 0;

𝜕2𝐾

𝜕𝑥𝜕𝑦
(0, 0) = 0.

(2)

Теорема 1. Каждая целая положительно определенная функция 𝑘 (𝑠) (𝑠 ∈ C),
удовлетворяющая условиям

𝑘(𝑠) + 𝑘

(︃
−1 + 𝑖

√
3

2
𝑠

)︃
+ 𝑘

(︃
−1− 𝑖

√
3

2
𝑠

)︃
= 0, (3)

|𝑘(𝑠)| 6 𝐶𝑒|𝑠| (𝐶 > 0), (4)

допускает представление

𝑘(𝑥) =

0∫︁
−1

[︃
1

3
𝑒−

3
√

|𝜆|𝑥 − 1

3
𝑒

3
√

|𝜆|
2 𝑥 cos

√
3

2
3
√︀

|𝜆|𝑥+
1√
3
𝑒

3
√

|𝜆|
2 𝑥 sin

√
3

2
3
√︀
|𝜆|𝑥

]︃
1

3
√
𝜆2

𝑑𝜌(𝜆)+

+

1∫︁
0

[︃
1

3
𝑒

3√
𝜆𝑥 − 1

3
𝑒

− 3√
𝜆𝑥

2 cos

√
3

2
3
√
𝜆𝑥+

1√
3
𝑒−

3√
𝜆

2 𝑥 sin

√
3

2
3
√
𝜆𝑥

]︃
1

3
√
𝜆2

𝑑𝜌 (𝜆) ,

(5)

где 𝑑𝜌(𝜆) — некоторая мера, которая определяется неоднозначно, причем

1∫︁
−1

1
3
√
𝜆2
𝑑𝜌(𝜆) <∞. (6)

Обратно, функция вида (5) является положительно определенной и для нее
выполняются условия (2)–(4).



Интегральное представление положительно определенных функций 33

Доказательство. Поскольку для положительно определенного ядра (1) ра-
венство

𝜕3

𝜕𝑥3
𝐾 (𝑥, 𝑦) =

𝜕3

𝜕𝑦3
𝐾 (𝑥, 𝑦)

выполняется, то для ядра 𝐾(𝑥, 𝑦) можно применить теорему 3.7 [3, с. 659] и
использовать представление (3.20).

Для этого необходимо найти фундаментальную систему решений 𝜒0(𝑥;𝜆),
𝜒1(𝑥;𝜆), 𝜒2(𝑥;𝜆) уравнения

𝑑3𝑢

𝑑𝑥3
= 𝜆𝑢, (7)

которые удовлетворяют условиям

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝜒𝑗 (𝑥;𝜆)|𝑥=0 = 𝛿𝑗𝑘 (𝑗, 𝑘 = 0, 1) .

Так как корни характеристического уравнения 𝐾3 − 𝜆 = 0 есть 𝐾1 = 3
√
𝜆,

если 𝜆 > 0, и 𝐾1 = − 3
√︀
|𝜆|, если 𝜆 < 0, 𝐾2,3 =

− 3
√
𝜆± 𝑖

√
3 3
√
𝜆

2
, то общее решение

(7) при 𝜆 > 0 будет иметь вид

𝑦 = 𝐶1𝑒
3√
𝜆𝑥 + 𝐶2𝑒

−
3√
𝜆𝑥
2 cos

√
3

2
3
√
𝜆𝑥+ 𝐶3𝑒

−
3√
𝜆𝑥
2 sin

√
3

2
3
√
𝜆𝑥.

Если 𝜆 < 0 общее решение (7) будет иметь вид

𝑦 = 𝐶1𝑒
− 3
√

|𝜆|𝑥 + 𝐶2𝑒
3
√

|𝜆|
2 𝑥 cos

√
3

2
3
√︀
|𝜆|𝑥+ 𝐶3𝑒

3
√

|𝜆|𝑥
2 sin

√
3

2
3
√︀

|𝜆|𝑥.

Тогда фундаментальная система (7) будет иметь такой вид:

𝜒0 (𝑥;𝜆) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

3
𝑒−

3
√

|𝜆|𝑥 +
2

3
𝑒

3
√

|𝜆|𝑥
2 cos

√
3

2
3
√︀

|𝜆|𝑥 (𝜆 < 0) ,

1

3
𝑒

3√
𝜆𝑥 +

2

3
𝑒

− 3√
𝜆𝑥

2 cos

√
3

2
3
√
𝜆𝑥 (𝜆 > 0) ;

𝜒1(𝑥;𝜆)=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

(︃
1

3
𝑒−

3
√

|𝜆|𝑥−1

3
𝑒

3
√

|𝜆|𝑥
2 cos

√
3

2
3
√︀

|𝜆|𝑥+ 1√
3
𝑒

3
√

|𝜆|
2 𝑥 sin

√
3

2
3
√︀
|𝜆|𝑥

)︃
1

3
√
𝜆2

(𝜆 < 0) ,(︃
1

3
𝑒

3√
𝜆𝑥−1

3
𝑒−

3√
𝜆𝑥

2 cos

√
3

2
3
√
𝜆𝑥+

1√
3
𝑒

− 3√
𝜆

2 𝑥 sin

√
3

2
3
√
𝜆𝑥

)︃
1

3
√
𝜆2

(𝜆 > 0) ;

𝜒2(𝑥;𝜆)=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

(︃
1

3
𝑒−

3
√

|𝜆|𝑥−1

3
𝑒

3
√

|𝜆|𝑥
2 cos

√
3

2
3
√︀
|𝜆|𝑥− 1√

3
𝑒

3
√

|𝜆|𝑥
2 sin

√
3

2
3
√︀
|𝜆|𝑥

)︃
1

3
√
𝜆2

(𝜆 < 0),(︃
1

3
𝑒

3√
𝜆𝑥−1

3
𝑒−

3√
𝜆𝑥
2 cos

√
3

2
3
√
𝜆𝑥− 1√

3
𝑒

− 3√
𝜆

2 𝑥 sin

√
3

2
3
√
𝜆𝑥

)︃
1

3
√
𝜆2

(𝜆 > 0).
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А представление (3.20) из теоремы 3.7 [3, с. 659] будет иметь такой вид:

𝐾 (𝑥, 𝑦) =

2∑︁
𝑗,𝑘=0

𝜒𝑗(𝑥;𝜆)𝜒𝑘(𝑦;𝜆), (8)

где

Ω𝜆 (𝑥, 𝑦) =

2∑︁
𝑗,𝑘=0

(︂
𝜕𝑗+𝑘Ω𝜆

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑦𝑘

)︂
(0, 0)𝜒𝑗 (𝑥;𝜆)𝜒𝑘 (𝑦;𝜆),

𝑑𝜎𝑗𝑘 (𝜆) =

(︂
𝜕𝑗+𝑘Ω𝜆

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑦𝑘

)︂
(0, 0) 𝑑𝜌 (𝜆) .

Так как 𝐾(𝑥, 𝑦) удовлетворяют условиям (2), то меры 𝑑𝜎𝑗𝑘(𝜆) = 0 (𝑗, 𝑘 = 0, 2,
кроме 𝑗 = 𝑘 = 2) и представление (8) будет иметь вид:

𝐾(𝑥; 𝑦) =

∫︁
𝑅1

𝜒2(𝑥;𝜆)𝜒2(𝑦;𝜆)𝑑𝜎22(𝜆) =

∫︁
𝑅1

𝜒2(𝑥;𝜆)𝜒2(𝑦;𝜆)𝑑𝜌(𝜆). (9)

Если теперь положим в (9) 𝑥 = 𝑦, получим

1

3
[𝑘(2𝑥) + 𝑘(−𝑥) + 𝑘(−𝑥)] = 1

3
[𝑘(2𝑥) + 2𝑘(−𝑥)] =

∫︁
𝑅1

𝜒2
2(𝑥;𝜆)𝑑𝜌(𝜆) =

=

0∫︁
−∞

[︃
1

3
𝑒−

3
√

|𝜆|𝑥− 1

3
𝑒

3
√

|𝜆|
2 𝑥 cos

√
3

2
3
√︀
|𝜆|𝑥− 1√

3
𝑒

3
√

|𝜆|
2 𝑥 sin

√
3

2
3
√︀
|𝜆|𝑥

]︃2
𝑑𝜌 (𝜆)

3
√
𝜆2

+

+

∞∫︁
0

[︃
1

3
𝑒

3√
𝜆𝑥 − 1

3
𝑒

− 3√
𝜆𝑥

2 cos

√
3

2
3
√
𝜆𝑥− 1√

3
𝑒−

3√
𝜆

2 𝑥 sin

√
3

2
3
√
𝜆𝑥

]︃2
𝑑𝜌 (𝜆)

3
√
𝜆2

.

(10)

Правую часть (10) можно упростить следующим образом. Сначала проведем
упрощение для 𝜆 > 0, получим

∞∫︁
0

[︃
1

3
𝑒

3√
𝜆𝑥 − 1

3
𝑒

− 3√
𝜆𝑥

2 cos

√
3

2
3
√
𝜆𝑥− 1√

3
𝑒−

3√
𝜆

2 𝑥 sin

√
3

2
3
√
𝜆𝑥

]︃2
𝑑𝜌 (𝜆)

3
√
𝜆2

=

=

∞∫︁
0

[︃
1

9
𝑒2

3√
𝜆𝑥+

1

9
𝑒−

3√
𝜆𝑥 cos2

√
3

2
3
√
𝜆𝑥+

1

3
𝑒−

3√
𝜆𝑥 sin2

√
3

2
3
√
𝜆𝑥−2

1

9
𝑒

3√
𝜆

2 𝑥 cos

√
3

2
3
√
𝜆𝑥−

−2
1

3
√
3
𝑒

3√
𝜆

2 𝑥 sin

√
3

2
3
√
𝜆𝑥+ 2

1

3
√
3
cos

√
3

2
3
√
𝜆𝑥 sin

√
3

2
3
√
𝜆𝑥

]︃
𝑑𝜌 (𝜆)

3
√
𝜆2

=

=

∞∫︁
0

[︃
1

9
𝑒2

3√
𝜆𝑥 +

1

9
𝑒−

3√
𝜆𝑥

(︃
1 + cos

√
3 3
√
𝜆𝑥

2

)︃
+

1

3
𝑒−

3√
𝜆𝑥

(︃
1− cos

√
3 3
√
𝜆𝑥

2

)︃
−
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−2

9
𝑒

3√
𝜆

2 𝑥 cos

√
3

2
3
√
𝜆𝑥− 2

3
√
3
𝑒

3√
𝜆

2 𝑥 sin

√
3

2
3
√
𝜆𝑥+

1

3
√
3
𝑒−

3√
𝜆𝑥 sin

√
3

3
√
𝜆𝑥

]︃
𝑑𝜌 (𝜆)

3
√
𝜆2

=

=

∞∫︁
0

[︂
1

9
𝑒2

3√
𝜆𝑥 − 1

9
𝑒−

3√
𝜆𝑥 cos

√
3

3
√
𝜆𝑥+

1

3
√
3
𝑒−

3√
𝜆𝑥 sin

√
3

3
√
𝜆𝑥+

2

9
𝑒−

3√
𝜆𝑥−

−2

9
𝑒−

3√
𝜆𝑥
2 cos

√
3

2
3
√
𝜆𝑥− 2

3
√
3
𝑒

3√
𝜆

2 𝑥 sin

√
3

2
3
√
𝜆𝑥

]︃
1

3
√
𝜆2

𝑑𝜌(𝜆).

Таким образом (10), если 𝜆 > 0, будет иметь вид:

1

3
[𝑘(2𝑥) + 2𝑘(−𝑥)] =

∞∫︁
0

[︂
1

9
𝑒2

3√
𝜆𝑥 − 1

9
𝑒−

3√
𝜆𝑥 cos

√
3

3
√
𝜆𝑥+

+
1

3
√
3
𝑒−

3√
𝜆𝑥 sin

√
3

3
√
𝜆𝑥+

2

9
𝑒−

3√
𝜆𝑥 − 2

9
𝑒−

3√
𝜆𝑥
2 cos

√
3

2
3
√
𝜆𝑥−

− 2

3
√
3
𝑒

3√
𝜆

2 𝑥 sin

√
3

2
3
√
𝜆𝑥

]︃
1

3
√
𝜆2

𝑑𝜌(𝜆).

(11)

Из (11) следует, что

𝑘(𝑥) =

∞∫︁
0

[︃
1

3
𝑒

3√
𝜆𝑥 − 1

3
𝑒−

3√
𝜆

2 𝑥 cos

√
3

2
3
√
𝜆𝑥+

1√
3
𝑒−

3√
𝜆

2 𝑥 sin

√
3

2
3
√
𝜆𝑥

]︃
1

3
√
𝜆2

𝑑𝜌(𝜆),

то есть (5) для 𝜆 > 0.
Аналогичным образом упрощая (10) для 𝜆 < 0, получим (5) для 𝜆 < 0. То,

что 𝑑𝜌(𝜆) сосредоточена на отрезке [−1, 1], следует из (4). Поэтому функция 𝑘(𝑥)
допускает аналитическое продолжение до целой функции 𝑘(𝑠) (𝑠 ∈ C), так как
мера 𝑑𝜌(𝜆) имеет компактный носитель.

Последнее утверждение теоремы доказывается следующим образом. Из пред-
ставления (5) находим все слагаемые ядра 𝐾(𝑥; 𝑦). Найдем их для 𝜆 > 0:

1

3
𝑘(𝑥+ 𝑦) =

1∫︁
0

⎧⎨⎩1

9
𝑒

3√
𝜆(𝑥+𝑦)− 1

9

⎡⎣𝑒(︁− 1
2+𝑖

√
3

2

)︁
3√
𝜆(𝑥+𝑦)

+𝑒

(︁
− 1

2−𝑖
√

3
2

)︁
3√
𝜆(𝑥+𝑦)

2

⎤⎦+

+
1

3
√
3

⎡⎣𝑒(︁− 1
2+𝑖

√
3

2

)︁
3√
𝜆(𝑥+𝑦) − 𝑒

(︁
− 1

2−𝑖
√

3
2

)︁
3√
𝜆(𝑥+𝑦)

2𝑖

⎤⎦⎫⎬⎭ 1
3
√
𝜆2

𝑑𝜌(𝜆);

(12)

1

3
𝑘

(︃
−1 + 𝑖

√
3

2
𝑥+

−1− 𝑖
√
3

2
𝑦

)︃
=

1∫︁
0

{︃
1

9
𝑒

3√
𝜆
(︁
− 1

2+𝑖
√

3
2

)︁
𝑥+

(︁
− 1

2−𝑖
√

3
2

)︁
𝑦−

− 1

18

[︂
𝑒

3√
𝜆
(︁
− 1

2−𝑖
√

3
2

)︁
𝑥+

3√
𝜆𝑦

+ 𝑒
3√
𝜆𝑥+

3√
𝜆
(︁
− 1

2+𝑖
√

3
2

)︁
𝑦
]︂
+

+
1

3
√
3

𝑒
3√
𝜆
(︁
− 1

2−𝑖
√

3
2

)︁
𝑥+

3√
𝜆𝑦 − 𝑒

3√
𝜆𝑥+

3√
𝜆
(︁
− 1

2+𝑖
√

3
2

)︁
𝑦

2𝑖

}︃
1

3
√
𝜆2

𝑑𝜌(𝜆);

(13)
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1

3
𝑘

(︃
−1− 𝑖

√
3

2
𝑥+

−1 + 𝑖
√
3

2
𝑦

)︃
=

1∫︁
0

{︃
1

9
𝑒

3√
𝜆
(︁
− 1

2−𝑖
√

3
2

)︁
𝑥+

(︁
− 1

2+𝑖
√

3
2

)︁
𝑦−

− 1

18

[︂
𝑒

3√
𝜆𝑥+

3√
𝜆
(︁
− 1

2−𝑖
√

3
2

)︁
𝑦
+ 𝑒

3√
𝜆
(︁
− 1

2+𝑖
√

3
2

)︁
𝑥+

3√
𝜆𝑦
]︂
+

+
1

3
√
3

⎡⎣𝑒 3√
𝜆𝑥+

3√
𝜆
(︁
− 1

2−𝑖
√

3
2

)︁
𝑦 − 𝑒

3√
𝜆
(︁
− 1

2+𝑖
√

3
2

)︁
𝑥+

3√
𝜆𝑦

2𝑖

⎤⎦⎫⎬⎭ 1
3
√
𝜆2

𝑑𝜌(𝜆).

(14)

Если теперь сложить равенства (12)–(14) и учесть, что

1

9

[︂
𝑒

3√
𝜆
(︁
− 1

2+𝑖
√

3
2

)︁
𝑥+

3√
𝜆
(︁
− 1

2−𝑖
√

3
2

)︁
𝑦
+ 𝑒

3√
𝜆
(︁
− 1

2−𝑖
√

3
2

)︁
𝑥+

3√
𝜆
(︁
− 1

2+𝑖
√

3
2

)︁
𝑦
]︂
=

=
2

9
𝑒−

3√
𝜆

2 (𝑥+𝑦)

(︃
cos

√
3

2
3
√
𝜆𝑥 cos

√
3

2
3
√
𝜆𝑦 + sin

√
3

2
3
√
𝜆𝑥 sin

√
3

2
3
√
𝜆𝑦

)︃
,

получим

𝐾(𝑥, 𝑦)=
1

3

[︃
𝑘 (𝑥+𝑦)+𝑘

(︃
−1+𝑖

√
3

2
𝑥+

−1−𝑖
√
3

2
𝑦

)︃
+𝑘

(︃
−1−𝑖

√
3

2
𝑥+

−1+𝑖
√
3

2
𝑦

)︃]︃
=

=

1∫︁
0

{︂
1

9
𝑒

3√
𝜆(𝑥+𝑦) +

1

9
𝑒

3√
𝜆(𝑥+𝑦)

2 cos

√
3

2
3
√
𝜆𝑥 cos

√
3

2
3
√
𝜆𝑦+

+
1

3
𝑒

3√
𝜆

2 (𝑥+𝑦) sin

√
3

2
3
√
𝜆𝑥 sin

√
3

2
3
√
𝜆𝑦 − 1

9
𝑒−

3√
𝜆

2 𝑥 cos

√
3

2
3
√
𝜆𝑥 · 𝑒

3√
𝜆𝑦−

−1

9
𝑒−

3√
𝜆

2 𝑦 cos

√
3

2
3
√
𝜆𝑦 · 𝑒

3√
𝜆𝑥 +

1

3
√
3
𝑒−

3√
𝜆(𝑥+𝑦)

2 cos

√
3

2
3
√
𝜆𝑥 sin

√
3

2
3
√
𝜆𝑦+

+
1

3
√
3
𝑒−

3√
𝜆(𝑥+𝑦)

2 sin

√
3

2
3
√
𝜆𝑥 · cos

√
3

2
3
√
𝜆𝑦 − 1

3
√
3
𝑒−

3√
𝜆𝑥
2 sin

√
3

2
3
√
𝜆𝑥 · 𝑒

3√
𝜆𝑦−

− 1

3
√
3
𝑒−

3√
𝜆𝑦
2 sin

√
3

2
3
√
𝜆𝑦 · 𝑒

3√
𝜆𝑥

}︃
1

3
√
𝜆2

𝑑𝜌 (𝜆) =

1∫︁
0

𝜒2(𝑥)𝜒2(𝑦)𝑑𝜌(𝜆). (15)

Подставляя (15) в (1) проверяем положительную определенность ядра𝐾(𝑥, 𝑦)
(𝜆 > 0). Аналогично проверяем положительную определенность ядра 𝐾(𝑥, 𝑦) для
𝜆 < 0. Из (15) следует условие (2). Если в (15) положим 𝑦 = 0, получим условие
(3). Учитывая условие (6), непосредственно проверяем условие (4),

|𝑘(𝑥)|6
0∫︁

−1

⃒⃒⃒⃒
1

3
𝑒−

3
√

|𝜆|𝑥− 1

3
𝑒

3
√

|𝜆|
2 𝑥 cos

√
3

2
3
√︀
|𝜆|𝑥+ 1√

3
𝑒

3
√

|𝜆|
2 𝑥 sin

√
3

2
3
√︀
|𝜆|𝑥

⃒⃒⃒⃒
1

3
√
𝜆2
𝑑𝜌(𝜆)+

+

1∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
1

3
𝑒

3√
𝜆𝑥 − 1

3
𝑒−

3√
𝜆

2 𝑥 cos

√
3

2
3
√
𝜆𝑥+

1√
3
𝑒−

3√
𝜆

2 𝑥 sin

√
3

2
3
√
𝜆𝑥

⃒⃒⃒⃒
1

3
√
𝜆2
𝑑𝜌(𝜆) 6
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6

0∫︁
−1

(︂
1

3
𝑒|𝑥|𝑖+

1

3
𝑒

|𝑥|
2 +

1√
3
𝑒

|𝑥|
2

)︂
1

3
√
𝜆2
𝑑𝜌(𝜆)+

1∫︁
0

(︂
1

3
𝑒|𝑥|+

1

3
𝑒

|𝑥|
2 +

1√
3
𝑒

|𝑥|
2

)︂
1

3
√
𝜆2
𝑑𝜌(𝜆) 6

6 𝐶1𝑒
|𝑥|

1∫︁
−1

𝑑𝜌(𝜆)
3
√
𝜆2

= 𝐶𝑒|𝑥|.

Теорема доказана.

Заключение. Нами получено интегральное представление положительно
определенных функций одной переменной, для которых ядро 𝐾 (𝑥, 𝑦) положи-
тельно определено. Условия, при которых справедливо данное представление,
являются одновременно необходимыми и достаточными.
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МЕТОД ГРАНИЧНИХ IНТЕГРАЛЬНИХ РIВНЯНЬ В КРАЙОВИХ
ЗАДАЧАХ РОБIНА, ОТРИМАНИХ У РЕЗУЛЬТАТI

ПЕРЕТВОРЕННЯ ЛАГЕРРА МIШАНИХ ЗАДАЧ ДЛЯ
ЕВОЛЮЦIЙНИХ РIВНЯНЬ

Музичук Ю. А. Метод граничних iнтегральних рiвнянь в крайових за-

дачах Робiна, отриманих у результатi перетворення Лагерра мiшаних задач

для еволюцiйних рiвнянь. У тривимiрних областях з лiпшицевою межею розглянуто

зовнiшню граничну задачу Робiна для нескiнченної системи елiптичних рiвнянь, отри-

маної в результатi застосування перетворення Лагера до змiшаних задач для еволюцiй-

них рiвнянь. За допомогою введеного поняття q-згортки для розглянутої задачi побу-

довано iнтегральне зображення розв’язку. Дослiджено iснування i єдинiсть розв’язку

отриманої системи граничних iнтегральних рiвнянь.

Ключовi слова: метод граничних iнтегральних рiвнянь, перетворення Лагерра, ево-

люцiйне рiвняння, крайова умова Робiна.

Музычук Ю. А. Метод граничных интегральных уравнений в краевых

задачах Робина, полученных в результате преобразования Лагерра смешан-

ных задач для эволюционных уравнений. В трехмерных областях с липшицевой

границей рассмотрена внешняя краевая задача Робина для бесконечной системы эл-

липтических уравнений, полученной в результате применения преобразования Лагерра

к смешанным задачам для эволюционных уравнений. С помощью введенного понятия

q-свертки для рассматриваемой задачи построено интегральное представление реше-

ния. Исследовано существование и единственность решения полученной системы гра-

ничных интегральных уравнений.

Ключевые слова: метод граничных интегральных уравнений, преобразования Ла-

герра, эволюционное уравнение, краевое условие Робина.

Muzychuk Yu. On the boundary integral equations method for Robin bound-

ary value problems received as a result of the Laguerre Transformation of mixed

problems for evolution equations. We consider exterior boundary value problems for an

infinite triangular system of elliptic equations obtained as a result of the application of the

Laguerre transformation to mixed problems for evolution equations in 3d Lipschitz domains.

With the help of introduced q-convolution the integral representation of the generalized so-

lution of the formulated problem is built. We investigate the existence and uniqueness of the

solution of the received system of boundary integral equations.

Key words: boundary integral equation method, Laguerre transformation, evolution equa-

tion, Robin condition.

Вступ. Унiверсальнiсть методу граничних iнтегральних рiвнянь (ГIР) по-
лягає в тому, що вiн використовується для теоретичного дослiдження i чисельно-
го розв’язування як крайових задач для елiптичних рiвнянь, так i мiшаних задач

c○Музичук Ю. А., 2013



Метод ГIР для задач Робiна 39

для параболiчних та гiперболiчних рiвнянь. Характерною особливiстю його за-
стосування є пониження розмiрностi задачi на одиницю за рахунок переходу до
даних Кошi шуканого розв’язку, якi розглядаються лише на межi областi. Ця вла-
стивiсть методу є особливо важливою для чисельного розв’язування зовнiшнiх
крайових задач, коли область, в якiй шукають розв’язок задачi, є необмеженою.

У випадку елiптичних рiвнянь теоретичнi аспекти методу ГIР є добре дослi-
дженими i висвiтленими в лiтературi, див., наприклад, монографiї [1, 2], де також
подано широку бiблiографiю по ключових iсторичних вiхах розвитку цього ме-
тоду. Численнi iнженернi застосування методу в рiзних галузях науки та технiки
пiдтверджують його ефективнiсть [3].

У випадку мiшаних (початково-крайових) задач для еволюцiйних рiвнянь
метод ГIР також використовується як для теоретичного дослiдження, так i для
чисельного моделювання, див., наприклад, [4, 5, 6, 7]. Але специфiчна залежнiсть
ядер вiдповiдних iнтегральних операторiв вiд просторових та часової координат
ускладнює знаходження чисельного розв’язку iнтегральних рiвнянь. Тому поряд
з безпосереднiм застосуванням методiв типу Гальоркiна та колокацiї, якi добре
зарекомендували себе у стацiонарних випадках, для розв’язування мiшаних задач
розвиваються спецiалiзованi пiдходи, огляд яких можна знайти у згаданих вище
працях i наведених там посиланнях. Зазвичай це комбiнованi пiдходи, серед яких
поширеними є iнтегральнi перетворення за часовою змiнною, наприклад, Лапла-
са [4, 5, 6] чи Лагерра (ПЛ) [8, 9]. У першому випадку в просторi зображень
отримують елiптичнi крайовi задачi, чисельне розв’язування яких комбiнують зi
складними алгоритмами оберненого перетворення.

Другий пiдхiд приводить до нескiнченної трикутної системи елiптичних кра-
йових задач, а обернене перетворення полягає у пiдсумовуваннi розвинення за
простим ортогональним базисом. Основна iдея цього пiдходу полягає в поширен-
нi на нескiнченнi послiдовностi функцiй поняття поверхневих потенцiалiв iз вико-
ристанням згортки послiдовностей. Компонентами згорток є данi Кошi розв’язкiв
(слiд i нормальна похiдна ) нескiнченної системи, з одного боку, з iншого — фун-
даментальний розв’язок оператора цiєї системи та його нормальна похiдна.

Використання таких потенцiалiв дає змогу побудувати iнтегральне зображе-
ння розв’язку крайової задачi для нескiнченної трикутної системи i перейти до
послiдовностi iнтегральних рiвнянь. Вони вiдрiзняються мiж собою лише пра-
вими частинами, до яких входять розв’язки рiвнянь з попереднiми номерами, а
iнтегральний оператор лiвої частини не змiнюється. Ця обставина створює пе-
редумову для розробки ефективних алгоритмiв чисельного розв’язування iнте-
гральних рiвнянь.

Обґрунтування коректностi внутрiшнiх крайових задач у просторi зображень
i вiдповiдних ГIР виконано у працi [10], а у [11] цей пiдхiд поширено на зовнi-
шнi задачi i розглянуто ГIР першого та другого роду, якi вiдповiдають крайовiй
задачi Дiрiхле. Метою цiєї роботи є отримання i дослiдження системи ГIР для
зовнiшньої задачi Робiна з лiпшицевою межею. У першому роздiлi подано опе-
раторне формулювання крайової задачi i означення узагальненого розв’язку. У
другому роздiлi за допомогою спецiальної згортки нескiнченних послiдовностей
побудовано iнтегральне зображення узагальненого розв’язку задачi Робiна, вве-
дено вiдповiднi граничнi оператори i подано граничнi спiввiдношення для слiду i
нормальної похiдної узагальненого розв’язку. В третьому роздiлi виведено систе-
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му ГIР, для якої встановлено еквiвалентнiсть вихiднiй крайовiй задачi i доведено
iснування та єдинiсть її розв’язку.

Основнi результати.

1. Формулювання крайової задачi
Нехай Ω i Ω+ := R3 ∖Ω — вiдповiдно обмежена однозв’язна область i доповне-

ння її замикання до повного простору R3, Γ — їх спiльна межа, яка є лiпшицевою
поверхнею. Розглядатимемо нескiнченну систему рiвнянь в Ω+:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑃𝑢0 = 𝑓0 ,
𝑐1,0𝑢0 + 𝑃𝑢1 = 𝑓1 ,
𝑐2,0𝑢0 + 𝑐2,1𝑢1 + 𝑃𝑢2 = 𝑓2 ,
. . . . . . . . . . .

𝑐𝑘,0𝑢0 + 𝑐𝑘,1𝑢1 + ...+ 𝑐𝑘,𝑘−1𝑢𝑘−1 + 𝑃𝑢𝑘 = 𝑓𝑘 ,
. . . . . . . . . . . . .

(1)

де 𝑢𝑖 (𝑖 ∈ N0 := N ∪ {0}) — невiдомi функцiї, 𝑓𝑖 (𝑖 ∈ N0) — заданi в Ω+ функцiї.
У формальному диференцiальному операторi другого порядку

𝑃 := −Δ+ 𝜅2

Δ позначає оператор Лапласа, а коефiцiєнт 𝜅 залежить вiд параметра 𝜎 > 0 пе-
ретворення Лагерра, за допомогою якого система (1) була отримана з деякого
еволюцiйного рiвняння [9]. Зокрема, 𝜅 =

√
𝜎, якщо це було рiвняння теплопро-

вiдностi, i 𝜅 = 𝜎 – хвильове рiвняння. Заданi сталi 𝑐𝑖,𝑗 (𝑖, 𝑗 ∈ N0) є елементами
нескiнченної трикутної матрицi, 𝑐𝑖,𝑗 = 0 при 𝑗 > 𝑖.

Нехай одиничний вектор нормалi 𝜈(𝑥) = (𝜈1(𝑥), 𝜈2(𝑥), 𝜈3(𝑥)) до Γ напрямле-
ний назовнi з областi Ω. Розглядатимемо крайову задачу для системи (1), яка
полягає у вiдшуканнi її розв’язкiв, що задовольняють на межi Γ таку умову:

(𝜕𝜈𝑢𝑘 − (𝑏𝑘,0𝑢0 + 𝑏𝑘,1𝑢1 + ...+ 𝑏𝑘,𝑘−1𝑢𝑘−1 + 𝑏𝑘,𝑘𝑢𝑘)) |Γ = 𝑔𝑘, 𝑘 ∈ N0. (2)

Тут 𝑔𝑖 (𝑖 ∈ N0) – заданi функцiї (функцiонали)на Γ, 𝑏𝑖,𝑗 ∈ 𝐿∞(Γ) (𝑖, 𝑗 ∈ N0) –

заданi функцiї на Γ, причому 𝑏𝑖,𝑗 = 0 при 𝑗 > 𝑖 > 0 та 𝑏𝑖,𝑖 > 𝑏̃𝑖 > 0, де 𝑏̃𝑖 – деякi
сталi. При 𝑘 = 0 це спiввiдношення має вигляд (𝜕𝜈𝑢0 − 𝑏0,0𝑢0) |Γ = 𝑔0 i вiдоме як
крайова умова Робiна [16]. За аналогiєю (2) також називатимемо умовою Робiна
i, вiдповiдно, задачу (1), (2) – крайовою задачею Робiна.

Зауважимо, що трикутний характер системи (1) дає змогу покроково знахо-
дити невiдомi функцiї 𝑢𝑘, 𝑘 ∈ N0. А саме, розв’язуючи 𝑘-те рiвняння (𝑘 > 1),
можна вважати, що усi розв’язки 𝑢𝑖, 0 6 𝑖 6 𝑘 − 1, вже знайденi на попереднiх
кроках i перенести їх у праву частину рiвняння. Однак такий пiдхiд нiвелює
переваги методу ГIР, оскiльки вимагатиме додаткового обрахунку об’ємних по-
тенцiалiв вiд комбiнацiї функцiй 𝑢𝑖, 0 6 𝑖 6 𝑘 − 1, знайдених на попереднiх
кроках. Метод, запропонований у [10] для розв’язування внутрiшнiх задач для
системи (1), дає змогу уникнути цього недолiку та побудувати ефективний алго-
ритм знаходження чисельного розв’язку. У працi [11] цей метод поширено також
на зовнiшню задачу Дiрiхле.

Ми використовуватимемо простiр Лебега 𝐿2(Ω
+) та простори Соболєва𝐻1(Ω+)

i 𝐻1
0 (Ω

+) скалярних дiйснозначних функцiй та спряженi з ними, вiдповiдно,
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̃︀𝐻−1(Ω+) :=
(︀
𝐻1(Ω+)

)︀′
та 𝐻−1(Ω+) :=

(︀
𝐻1

0 (Ω
+)
)︀′
. Пiд 𝒟(Ω+) та 𝒟′(Ω+) розу-

мiтимемо простори тестових функцiй та розподiлiв над ними.
Наступна бiлiнiйна форма

𝑎Ω+(𝑢, 𝑣) :=

∫︁
Ω+

[︀
∇𝑢(𝑥) · ∇𝑣(𝑥) + 𝜅2𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)

]︀
𝑑𝑥 (3)

є визначеною для довiльних функцiй 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻1(Ω+). Вiдомо (див., наприклад,
[15] та [4, 7]), що її можна розглядати як скалярний добуток у 𝐻1(Ω+), через

який можна ввести нову норму |||𝑢||| := (𝑎Ω+(𝑢, 𝑢))
1/2

, яка буде еквiвалентною
звичайнiй нормi. Очевидно, що ця форма є 𝐻1(Ω+)-елiптичною.

Також будемо розглядати у 𝐻1(Ω+) такий пiдпростiр

𝐻1(Ω+, 𝑃 ) :=
{︀
𝑢 ∈ 𝐻1(Ω+)

⃒⃒
𝑃𝑢 ∈ 𝐿2(Ω

+)
}︀
,

надiлений нормою

||𝑢||𝐻1(Ω+,𝑃 ) :=
(︁
||𝑢||2𝐻1(Ω+) + ||𝑃𝑢||2𝐿2(Ω+)

)︁1/2
.

Нехай 𝛾+0 : 𝐻1(Ω+) → 𝐻1/2(Γ) — оператор слiду та 𝛾+1 : 𝐻1(Ω+, 𝑃 ) →
𝐻−1/2(Γ) — оператор нормальної похiдної, який у випадку функцiй з 𝐻2(Ω+)
i достатньо гладкої межi Γ спiвпадає з нормальною похiдною

𝜕𝜈𝑢(𝑥) := ∇𝑢(𝑥) · 𝜈(𝑥), 𝑥 ∈ Γ.

Вiдомо ([1], Теорема 4.4), що для функцiй 𝑢 ∈ 𝐻1(Ω+, 𝑃 ) та 𝑣 ∈ 𝐻1(Ω+) справе-
длива перша формула Грiна

(𝑃𝑢, 𝑣)Ω+ = 𝑎Ω+(𝑢, 𝑣) + ⟨𝛾+1 𝑢, 𝛾
+
0 𝑣⟩Γ, (4)

де (·, ·)Ω+ та ⟨·, ·⟩Γ позначають, вiдповiдно, скалярний добуток у 𝐿2(Ω
+) та вiд-

ношення двоїстостi мiж 𝐻−1/2(Γ) та 𝐻1/2(Γ).
Нехай 𝑋 — довiльний лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел, Z — множи-

на цiлих чисел. Пiд 𝑋∞ позначатимемо лiнiйний простiр вiдображень u : Z→ 𝑋,
де 𝑢(𝑘) = 0 при 𝑘 < 0. Для довiльного елемента u ∈ 𝑋∞ матимемо 𝑢𝑘 ≡ (u)𝑘 :=
u(𝑘), 𝑘 ∈ Z, та позначатимемо його як u := (𝑢0, 𝑢1, ..., 𝑢𝑘, ...)

⊤. Надалi називати-
мемо елементи 𝑋∞ послiдовностями.

Будемо використовувати трикутнi матричнi оператори C : R∞ → R
∞ та

B : (𝐿2(Γ))
∞ → (𝐿2(Γ))

∞
, якi дiють таким чином: (Cu)𝑘 =

𝑘∑︀
𝑙=0

𝑐𝑘,𝑙 · (u)𝑙, (Bu)𝑘 =

𝑘∑︀
𝑙=0

𝑏𝑘,𝑙 · (u)𝑙, 𝑘 ∈ N0, де 𝑐𝑘,𝑙 i 𝑏𝑘,𝑙 коефiцiєнти системи (1) та крайової умови (2).

Позначимо послiдовностi

aΩ+(u,v) := (𝑎Ω+(𝑢0, 𝑣0), 𝑎Ω+(𝑢1, 𝑣1), ...)
⊤, u,v ∈ (𝐻1(Ω+))∞,

та
(u,v)𝑋 := ((𝑢0, 𝑣0)𝑋 , (𝑢1, 𝑣1)𝑋 , ...)

⊤
, u,v ∈ (𝑋)∞,



42 Музичук Ю. А.

де 𝑋 — деякий Гiльбертiв простiр. Подiбним чином позначатимемо послiдов-
ностi на основi вiдношення двоїстостi. Наприклад, якщо u ∈ 𝐻−1/2(Γ) та v ∈
𝐻1/2(Γ), то писатимемо ⟨u,v⟩Γ := (⟨𝑢0, 𝑣0⟩Γ, ⟨𝑢1, 𝑣1⟩Γ, ...)⊤. Аналогiчно поком-
понентно будемо трактувати дiю деяких лiнiйних операторiв (функцiоналiв) на
нескiнченнi послiдовностi. Зокрема, для послiдовностi u ∈ (𝐻1(Ω+))∞ введе-
мо поняття слiду як послiдовностi слiдiв її компонентiв, тобто послiдовнiсть
𝛾+0 u := (𝛾+0 𝑢0, 𝛾

+
0 𝑢1, ...)

⊤ вважаємо слiдом послiдовностi u на поверхнi Γ. Якщо
u ∈ (𝐻1(Ω+, 𝑃 ))∞, то послiдовнiсть 𝛾+1 u := (𝛾+1 𝑢0, 𝛾

+
1 𝑢1, ...)

⊤ будемо називати
зовнiшньою нормальною похiдною послiдовностi u на межi областi.

Враховуючи попереднi означення, узагальнений розв’язок задачi Робiна для
системи (1) можна визначити так.

Означення 1. Нехай f ∈ ( ̃︀𝐻−1(Ω))∞ i g̃ ∈ (𝐻−1/2(Γ))∞. Послiдовнiсть u ∈
(𝐻1(Ω+))∞ називатимемо узагальненим розв’язком задачi Робiна (1), (2), якщо
вона задовольняє варiацiйну рiвнiсть

aΩ+(u, v) + (Cu, v)Ω+ + ⟨B𝛾+0 u, 𝛾
+
0 v⟩Γ =

= ⟨f, v⟩Ω+,1 − ⟨g̃, 𝛾+0 v⟩Γ, ∀v ∈ (𝐻1(Ω+))∞.
(5)

Тут i далi ⟨·, ·⟩Ω+,1 позначає вiдношення двоїстостi мiж просторами 𝐻̃−1(Ω+)
та 𝐻1(Ω+).

Вiдомо [11], що задача Робiна (1), (2) має єдиний узагальнений розв’язок. На
основi оператора 𝑃 задамо матричний (дiагональний) оператор P, який дiє на
послiдовнiсть u ∈ (𝐻1(Ω+))∞ за правилом: (Pu)𝑘 = 𝑃𝑢𝑘, 𝑘 ∈ N0. Тодi за умови
f ∈ (𝐿2(Ω

+))∞ можна подати таке еквiвалентне операторне формулювання задачi
Робiна [11]: для заданих послiдовностей f ∈ (𝐿2(Ω

+))∞ i g̃ ∈ (𝐻−1/2(Γ))∞ знайти
розв’язок u ∈ (𝐻1(Ω+, 𝑃 ))∞, який задовольняє операторне рiвняння

Gu = f в (𝐿2(Ω
+))∞, G := P+С, (6)

i крайову умову Робiна

𝛾+1 u−B𝛾+0 u = g̃ в (𝐻−1/2(Γ))∞. (7)

2. Основнi спiввiдношення для узагальненого розв’язку задачi
Зазначимо, що фундаментальний розв’язок оператора G є необхiдною скла-

довою частиною для побудови методу ГIР. Називатимемо послiдовнiсть ̃︀E(𝑥, 𝑦) =(︁ ̃︀𝐸0(𝑥, 𝑦), ̃︀𝐸1(𝑥, 𝑦), ...
)︁⊤

, 𝑥, 𝑦 ∈ R3, фундаментальним розв’язком оператора G,

якщо вона задовольняє рiвняння

G̃︀E = 𝛿𝑦 in
(︀
𝒟′(R3)

)︀∞
,

де 𝛿𝑦(𝑥) = ( 𝛿𝑦(𝑥), 𝛿𝑦(𝑥), ... )
⊤
та 𝛿𝑦(·) := 𝛿(· − 𝑦) — дельта-функцiя Дiрака. Пер-

ший компонент цiєї послiдовностi є фундаментальним розв’язком оператора 𝑃 :

̃︀𝐸0(𝑥, 𝑦) :=
𝑒−𝜅|𝑥−𝑦|

4𝜋|𝑥− 𝑦|
, 𝑥, 𝑦 ∈ R3. (8)
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У статтi [12] розглядаються такi розв’язки за умови виконання спiввiдношення

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝑐𝑘,𝑖𝜉𝑖𝜂𝑛−𝑘 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝑐𝑘,𝑖𝜂𝑖𝜉𝑛−𝑘, ∀𝑛 ∈ N, ∀𝜉,𝜂 ∈ R∞, (9)

що є характерним для систем (1), отриманих у результатi застосування пере-
творення Лагерра до рiвняння теплопровiдностi або до хвильового рiвняння [9].
Наприклад, якщо система (1) вiдповiдає хвильовому рiвнянню, то компоненти
фундаментального розв’язку оператора G є такими:

̃︀𝐸𝑖(𝑥, 𝑦) :=
𝑒−𝜅|𝑥−𝑦|

4𝜋|𝑥− 𝑦|
ℒ𝑖(𝜅|𝑥− 𝑦|), ∀𝑖 ∈ N0, 𝑥, 𝑦 ∈ R3, (10)

де ℒ𝑖 позначає многочлен Лагерра [14].
Далi для зображення розв’язкiв вихiдної нескiнченної системи будемо вико-

ристовувати спецiальну операцiю згортки послiдовностей. Нехай 𝑋, 𝑌 та 𝑍 —
довiльнi лiнiйнi простори i 𝑞 : 𝑋 × 𝑌 → 𝑍 — деяке вiдображення.

Означення 2. 𝑞-згорткою послiдовностей u ∈ 𝑋∞ та v ∈ 𝑌∞ називати-
мемо послiдовнiсть w ∈ 𝑍∞, яка визначається за правилом

w = u ∘
𝑞
v, (11)

де 𝑤𝑛 ≡ (u ∘
𝑞
v)𝑛 :=

∑︀𝑛
𝑖=0 𝑞 (𝑢𝑛−𝑖, 𝑣𝑖), якщо 𝑛 ≥ 0, та 𝑤𝑛 = 0 при 𝑛 < 0.

Для деяких вiдображень спрощуватимемо позначення 𝑞-згортки. Наприклад,
у випадку 𝑞(𝑢, 𝑣) := ⟨𝑢, 𝑣⟩Γ будемо записувати u ∘

Γ
v := u ∘

𝑞
v.

За допомогою 𝑞-згортки побудуємо послiдовностi, якi за аналогiєю з теорiєю
елiптичних рiвнянь також називатимемо потенцiалами. Для цього використаємо
послiдовнiсть E(𝑥, 𝑦) = (𝐸0(𝑥, 𝑦), 𝐸1(𝑥, 𝑦), ...)

⊤
, де

𝐸𝑖(𝑥, 𝑦) := ̃︀𝐸𝑖(𝑥, 𝑦)− ̃︀𝐸𝑖−1(𝑥, 𝑦), 𝑖 ∈ N, 𝐸0(𝑥, 𝑦) = ̃︀𝐸0(𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ R3. (12)

Означення 3. Нехай 𝜆 ∈
(︀
𝐻1/2(Γ)

)︀∞
та 𝜇 ∈

(︀
𝐻−1/2(Γ)

)︀∞
. Послiдовностi

V𝜇(𝑥) := (V𝜇)(𝑥) ≡ 𝜇(·) ∘
Γ
E(𝑥− ·), 𝑥 ∈ Ω+, (13)

та

W𝜆(𝑥) := (W𝜆)(𝑥) ≡ 𝜕𝜈(·)E(𝑥− ·) ∘
Γ
𝜆(·), 𝑥 ∈ Ω+, (14)

називатимемо вiдповiдно потенцiалами простого i подвiйного шару стосовно
поверхнi Γ для оператора G.

Вiдомо ([11], лема 1), що для довiльних 𝜆 ∈
(︀
𝐻1/2(Γ)

)︀∞
та 𝜇 ∈

(︀
𝐻−1/2(Γ)

)︀∞
поверхневi потенцiали u = V𝜇 i u = W𝜆 є узагальненими розв’язками однорiд-
ного рiвняння

Gu = 0 в R3 ∖ Γ. (15)
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Подiбно до поверхневих потенцiалiв, за допомогою 𝑞-згортки можна також
визначити об’ємний потенцiал в R3 ∖Γ та використати його для отримання част-
кового розв’язку системи (1). Оскiльки його основнi властивостi дослiдженi в
[10], то далi будемо розглядати лише однорiдну систему (15).

Нехай 𝛾−0 : 𝐻1(Ω) → 𝐻1/2(Γ) — оператор слiду, а 𝛾−1 : 𝐻1(Ω, 𝑃 ) → 𝐻−1/2(Γ)
— оператор нормальної похiдної i [𝛾0𝑢] := 𝛾+0 𝑢 − 𝛾−0 𝑢, [𝛾1𝑢] := 𝛾+1 𝑢 − 𝛾−1 𝑢 — їхнi
стрибки при переходi через межу Γ. Тодi розв’язок рiвняння (15) можна виразити
через його данi Кошi [11]:

Теорема 1. Послiдовнiсть u ∈
(︀
𝐻1(R3 ∖ Γ, 𝑃 )

)︀∞
, яка задовольняє рiвняння

(15) в R3 ∖ Γ, можна подати у виглядi

u(𝑥) =W𝜆(𝑥)−V𝜇(𝑥), 𝑥 ∈ R3 ∖ Γ, (16)

де 𝜆 := [𝛾0u] та 𝜇 := [𝛾1u].

Нагадаємо основнi властивостi поверхневих потенцiалiв. Розглянемо граничнi
оператори

V : (𝐻−1/2(Γ))∞ → (𝐻1/2(Γ))∞, K′ : (𝐻−1/2(Γ))∞ → (𝐻−1/2(Γ))∞,

K : (𝐻1/2(Γ))∞ → (𝐻1/2(Γ))∞, D : (𝐻1/2(Γ))∞ → (𝐻−1/2(Γ))∞,

визначенi для довiльних послiдовностей 𝜆 ∈
(︀
𝐻1/2(Γ)

)︀∞
та 𝜇 ∈

(︀
𝐻−1/2(Γ)

)︀∞
за

допомогою 𝑞-згортки таким чином:

(V𝜇)𝑖 :=
𝑖∑︁

𝑗=0

𝑉𝑗𝜇𝑖−𝑗 , (K𝜆)𝑖 :=
𝑖∑︁

𝑗=0

𝐾𝑗𝜆𝑖−𝑗 ,

(︀
K′𝜇

)︀
𝑖
:=

𝑖∑︁
𝑗=0

𝐾 ′
𝑗𝜇𝑖−𝑗 , (D𝜆)𝑖 :=

𝑖∑︁
𝑗=0

𝐷𝑗𝜆𝑖−𝑗 , 𝑖 ∈ N0.

Компоненти цих послiдовностей визначенi так:

𝑉𝑗𝜇 := 𝛾+0 𝑉𝑗𝜇, 𝐷𝑗𝜆 := −𝛾+1 𝑊𝑗𝜆, 𝑗 ∈ N0,

𝐾 ′
0𝜇 := 𝛾+1 𝑉0𝜇− 1

2
𝜇, 𝐾 ′

𝑗𝜇 := 𝛾+1 𝑉𝑗𝜇, 𝑗 ∈ N,

𝐾0𝜆 := 𝛾+0 𝑊0𝜆+
1

2
𝜆, 𝐾𝑗𝜆 := 𝛾+0 𝑊𝑗𝜆, 𝑗 ∈ N.

Наступна теорема [11] стосується даних Кошi узагальненого розв’язку одно-
рiдного рiвняння (15):

Теорема 2. (i) Якщо пара послiдовностей (𝜆,𝜇) ∈
(︀
𝐻1/2(Γ)

)︀∞×
(︀
𝐻−1/2(Γ)

)︀∞
є даними Кошi деякого узагальненого розв’язку рiвняння (15), то вона задоволь-
няє рiвняння (︂

1

2
I−K

)︂
𝜆+V𝜇 = 0 у (𝐻1/2(Γ))∞ (17)

та

D𝜆 +

(︂
1

2
I+K′

)︂
𝜇 = 0 у (𝐻−1/2(Γ))∞. (18)
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(ii) Якщо пара послiдовностей (𝜆,𝜇) ∈
(︀
𝐻1/2(Γ)

)︀∞ ×
(︀
𝐻−1/2(Γ)

)︀∞
задовольняє

одне з двох рiвнянь (17) чи (18), то вона задовольняє i друге та є даними Кошi
деякого узагальненого розв’язку рiвняння (15).

3. Граничнi iнтегральнi рiвняння
Теорема 2 обґрунтовує перехiд вiд крайових задач в областi Ω+ до ГIР на

межi Γ стосовно невiдомих даних Кошi узагальненого розв’язку. Оскiльки у кра-
йових умовах Дiрiхле i Неймана в явному виглядi присутнi слiд або нормальна
похiдна розв’язку вiдповiдних задач, то для знаходження невiдомих даних мо-
жна отримати ГIР першого або другого роду, використавши одне iз спiввiдношень
(17) чи (18). Такi рiвняння дослiдженi в [10, 11]. У випадку задачi Робiна (1), (2)
жодна з частин даних Кошi розв’язку не є заданою окремо, а натомiсть вони
взаємопов’язанi крайовою умовою (2). Визначимо з неї нормальну похiдну 𝜇 i
пiдставимо її у (18). Тодi вiд рiвностей (17) i (18) прийдемо до такої системи ГIР⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

V𝜇+

(︂
1

2
I−K

)︂
𝜆 = 0 в (𝐻1/2(Γ))∞,(︂

−1

2
I+K′

)︂
𝜇+ (B+D)𝜆 = −g̃ в (𝐻−1/2(Γ))∞.

(19)

Теорема 3. Слiд i нормальна похiдна узагальненого розв’язку u ∈ (𝐻1(Ω, 𝑃 ))∞

задачi Робiна (1), (2) задовольняють систему граничних рiвнянь (19). Навпаки,
якщо пара послiдовностей (𝜆,𝜇) є розв’язком системи граничних рiвнянь (19),
то функцiя, побудована за формулою (16), є узагальненим розв’язком задачi Ро-
бiна (1), (2).

Доведення. Нехай послiдовнiсть u є узагальненим розв’язком крайової за-
дачi (1), (2). Оскiльки u ∈ (𝐻1(Ω, 𝑃 ))∞, то за теоремою про слiди i лемою 3.2 [13]
iснують слiд i нормальна похiдна кожного компонента цiєї послiдовностi, тобто
iснує пара послiдовностей 𝛾0u =: 𝜆 ∈ (𝐻1/2(Γ))∞ i 𝛾1u =: 𝜇 ∈ (𝐻−1/2(Γ))∞. Згi-
дно з теоремою 2 ця пара послiдовностей задовольняє рiвнiсть (17) (яка також
є першим рiвнянням системи (19)), а також рiвнiсть (18). Як данi Кошi уза-
гальненого розв’язку, ця пара також задовольняє крайову умову (2). Якщо з (2)
визначити нормальну похiдну розв’язку через його слiд i пiдставити її в рiвнiсть
(18), то отримаємо друге рiвняння системи (19).

Нехай тепер пара послiдовностей (𝜆,𝜇) ∈ (𝐻1/2(Γ))∞×(𝐻−1/2(Γ))∞ є розв’яз-
ком системи граничних рiвнянь (19). Оскiльки цi послiдовностi задовольняють
рiвнiсть (17), то згiдно з теоремою 2 вони задовольняють i (18), а також є даними
Кошi узагальненого розв’язку рiвняння (15) (тобто системи (1)). Легко бачити,
що якщо з рiвностi (18) визначити

D𝜆 = −1

2
𝜇−K′𝜇

i пiдставити цей вираз у друге рiвняння системи (19), то отримаємо рiвнiсть

−𝜇+B𝜆 = −g̃ в (𝐻−1/2(Γ))∞,

яка є записом крайової умови (2) через пару послiдовностей (𝜆,𝜇).
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Введемо гiльбертiв простiр ℋ(Γ) := 𝐻−1/2(Γ)×𝐻1/2(Γ), елементами якого є
пари 𝜑 := (𝜇, 𝜆)⊤, 𝜇∈𝐻−1/2(Γ), 𝜆∈𝐻1/2(Γ), зi скалярним добутком (𝜑1, 𝜑2)ℋ(Γ) :=

(𝜇1, 𝜇2)𝐻−1/2(Γ)+(𝜆1, 𝜆2)𝐻1/2(Γ) та нормою ||𝜑||ℋ(Γ) := (𝜑, 𝜑)
1/2
ℋ(Γ) , а також простiр

ℋ*(Γ) := 𝐻1/2(Γ)×𝐻−1/2(Γ). Розглядатимемо такi матричнi оператори

𝐴0 =

⎛⎜⎝ 𝑉0 (
1

2
𝐼 −𝐾0)

(−1

2
𝐼 +𝐾 ′

0) (𝑏0,0𝐼 +𝐷0)

⎞⎟⎠ , 𝐴𝑗 =

(︂
𝑉𝑗 −𝐾𝑗

𝐾 ′
𝑗 (𝐵𝑗 +𝐷𝑗)

)︂
, 𝑗 ∈ N0. (20)

Тодi лiву частину системи (19) можна трактувати як дiю оператораA : (ℋ(Γ))∞→
(ℋ*(Γ))∞ на довiльну послiдовнiсть 𝜑 ∈ (ℋ(Γ))∞ за правилом

(A𝜑)𝑘 :=
𝑘∑︁

𝑖=0

𝐴𝑘−𝑖𝜑𝑖, 𝑘 ∈ N0. (21)

Лема 1. Оператор A : (ℋ(Γ))∞ → (ℋ*(Γ))∞ є бiєктивним.

Доведення. Спочатку покажемо iн’єктивнiсть оператора А , що еквiвалент-
но iснуванню лише тривiального розв’язку для однорiдного рiвняння

A𝜑 = 0, 𝜑 ∈ (ℋ(Γ))
∞
. (22)

Якщо перейти до покомпонентного запису, то стосовно компонента 𝜑0 матимемо
рiвняння

𝐴0𝜑0 = 0, 𝜑0 ∈ ℋ(Γ). (23)

Дослiдимо оператор 𝐴0 : ℋ(Γ) → ℋ*(Γ). Якщо взяти до уваги елiптичнiсть опе-
раторiв 𝑉0 i 𝐷0, а також спряженiсть 𝐾 ′

0 i 𝐾0, то ∀𝜑 = (𝜇, 𝜆)⊤ ∈ ℋ(Γ) матимемо
таку оцiнку

⟨𝐴0𝜑, 𝜑⟩ℋ*(Γ)×ℋ(Γ) =

⟨
𝐴0

(︂
𝜇
𝜆

)︂
,

(︂
𝜇
𝜆

)︂⟩
ℋ*(Γ)×ℋ(Γ)

=

= ⟨𝑉0𝜇, 𝜇⟩Γ +

⟨(︂
1

2
𝐼 −𝐾0

)︂
𝜆, 𝜇

⟩
Γ

+

⟨(︂
−1

2
𝐼 +𝐾 ′

0

)︂
𝜇, 𝜆

⟩
Γ

+⟨(𝑏0,0𝐼 +𝐷0)𝜆, 𝜆⟩Γ >

> 𝑐𝑉 ||𝜇||2𝐻−1/2(Γ) + 𝑐𝐷||𝜆||2𝐻1/2(Γ) + 𝑏0,0⟨𝜆, 𝜆⟩Γ >

> 𝑐
(︁
||𝜇||2𝐻−1/2(Γ) + ||𝜆||2𝐻1/2(Γ)

)︁
= 𝑐||𝜑||2ℋ(Γ),

(24)
де 𝑐𝑉 , 𝑐𝐷, 𝑐 > 0 — деякi сталi. Отже, цей оператор є ℋ(Γ)-елiптичним, тому рiв-
няння (23) має лише нульовий розв’язок 𝜑0 = 0. Тодi для компонента 𝜑1 з (22)
отримаємо те ж саме рiвняння 𝐴0𝜑1 = 0, 𝜑1 ∈ ℋ(Γ), звiдки 𝜑1 = 0. Якщо повто-
рювати такi кроки далi, то кожного разу матимемо те ж саме граничне рiвняння
з тривiальним розв’язком. Отже, рiвняння (22) має лише тривiальний розв’язок
𝜑 = 0, тобто оператор A — iн’єктивний.

Доведемо тепер сюр’єктивнiсть оператора A. Нехай 𝜓 ∈ (ℋ*(Γ))
∞
— задана

послiдовнiсть. Розглянемо граничне рiвняння

A𝜑 = 𝜓 в (ℋ*(Γ))
∞
. (25)
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Зокрема, для компонента 𝜑0 маємо таке матричне рiвняння

𝐴0𝜑0 = 𝜓0 в ℋ*(Γ). (26)

Оскiльки оператор 𝐴0 єℋ(Γ)-елiптичним i неперервним (всi його елементи-опера-
тори обмеженi), то з леми Лакса–Мiльграма випливає iснування та єдинiсть роз-
в’язку 𝜑0 ∈ ℋ(Γ) рiвняння (26).

Пiсля знаходження 𝜑0 його можна перенести у праву частину граничного
рiвняння, яке отримаємо з (25) вiдносно вектора 𝜑1. Тодi в лiвiй частинi цього
рiвняння з невiдомих залишиться лише один компонент 𝜑1. Якщо вважати, що
для довiльного значення 𝑘 ∈ N вже розв’язанi рiвняння з iндексами 0 6 𝑖 6 𝑘−1,
то у рiвняннi з iндексом 𝑘 завжди можна виокремити i залишити у лiвiй частинi
вираз, до якого входить лише невiдомий компонент 𝜑𝑘, а решту перенести у праву
частину:

𝐴0𝜑𝑘 = 𝜓𝑘 −
𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝐴𝑘−𝑖𝜑𝑖 в ℋ*(Γ). (27)

Отримане рiвняння вiдрiзняється вiд (26) лише правою частиною

𝜓𝑘 := 𝜓𝑘 −
𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝐴𝑘−𝑖𝜑𝑖, (28)

до якої входять також компоненти 𝜑𝑖, 0 6 𝑖 6 𝑘 − 1, – розв’язки попереднiх
рiвнянь. Легко бачити, що 𝜓𝑘 ∈ ℋ*(Γ). Тодi, за аналогiєю до рiвняння (26), на
кожному кроцi iснуватиме єдиний розв’язок 𝜑𝑘 ∈ ℋ(Γ) рiвняння (27). Отже, для
довiльної послiдовностi 𝜓 ∈ (ℋ*(Γ))

∞
iснує розв’язок 𝜑 ∈ (ℋ(Γ))

∞
рiвняння (25),

тобто оператор A — сюр’єктивний.

Теорема 4. Для довiльної послiдовностi g̃ ∈ (𝐻−1/2(Γ))∞ система гранич-
них рiвнянь (19) має єдиний розв’язок (𝜇0, 𝜆0, 𝜇1, 𝜆1, ...)

⊤ ∈ (ℋ(Γ))
∞
.

Доведення. Твердження теореми справджується на пiдставi попередньої ле-
ми, якщо в рiвняннi (25) покласти

𝜓 := (0,−𝑔0, 0,−𝑔1, ...)⊤ ∈ (ℋ*(Γ))
∞
. (29)

Висновки. Як виявилося при доведеннi попередньої леми, систему гра-
ничних рiвнянь (19) можна подати у виглядi послiдовностi матричних рiвнянь
(27). Подiбно до послiдовностей ГIР, еквiвалентних задачам Дiрiхле та Нейма-
на, в отриманiй послiдовностi оператор у лiвiй частинi залишається незмiнним
для довiльного значення iндексу 𝑘 ∈ N0, а права частина рекурентно залежить
вiд розв’язкiв зi значеннями iндексу 0 6 𝑖 6 𝑘 − 1. Зазначимо, що ця обстави-
на є наслiдком використання q-згортки для iнтегрального зображення розв’язку.
Вона створює передумови для ефективної чисельної реалiзацiї запропонованого
пiдходу.

Отож, розв’язуючи систему ГIР (25), можна за формулою (16) послiдовно
знаходити компоненти узагальненого розв’язку задачi (1), (2). Використовую-
чи їх як коефiцiєнти розвинення по ортогональних функцiях Лагерра, можна
знаходити чисельний розв’язок вiдповiдних мiшаних задач для еволюцiйних рiв-
нянь [9].
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EXPONENTIAL CARMICHAEL FUNCTION

Лелеченко А. В. Експоненцiальна функцiя Кармайкла. Розглянемо експо-

ненцiальну функцiю Кармайкла 𝜆(𝑒), таку, що 𝜆(𝑒) мультиплiкативна та 𝜆(𝑒)(𝑝𝑎) = 𝜆(𝑎),

де 𝜆 "— звичайна функцiя Кармайкла. У статтi обговорюється значення
∑︀

𝜆(𝑒)(𝑛), де

𝑛 пробiгає деякi пiдмножини [1, 𝑥], та наведенi оцiнки залишкового члену, побудованi

за допомогою аналiтичних методiв, а надто оцiнок

∫︁ 𝑇

1

⃒⃒
𝜁(𝜎 + 𝑖𝑡)

⃒⃒𝑚
𝑑𝑡.

Ключовi слова: експоненцiальнi дiльники, функцiя Кармайкла, моменти дзета-

функцiї Рiмана.

Лелеченко А. В. Экспоненциальная функция Кармайкла. Рассмотрим экс-

поненциальную функцию Кармайкла 𝜆(𝑒), такую, что 𝜆(𝑒) мультипликативна и 𝜆(𝑒)(𝑝𝑎) =

𝜆(𝑎), где 𝜆— обычная функция Кармайкла. В работе обсуждается величина
∑︀

𝜆(𝑒)(𝑛),

где 𝑛 пробегает некоторые подмножества [1, 𝑥], и даны оценки остаточного члена, по-

строенные с помощью аналитических методов и в особенности оценок

∫︁ 𝑇

1

⃒⃒
𝜁(𝜎+𝑖𝑡)

⃒⃒𝑚
𝑑𝑡.

Ключевые слова: экспоненциальные делители, функция Кармайкла, моменты дзета-

функции Римана.

Lelechenko A. V. Exponential Carmichael function. Consider exponential

Carmichael function 𝜆(𝑒) such that 𝜆(𝑒) is multiplicative and 𝜆(𝑒)(𝑝𝑎) = 𝜆(𝑎), where 𝜆 is

usual Carmichael function. We discuss the value of
∑︀

𝜆(𝑒)(𝑛), where 𝑛 runs over certain

subsets of [1, 𝑥], and provide bounds on the error term, using analytic methods and especially

estimates of

∫︁ 𝑇

1

⃒⃒
𝜁(𝜎 + 𝑖𝑡)

⃒⃒𝑚
𝑑𝑡.

Key words: exponential divisors, Carmichael function, moments of Riemann zeta-function.

Introduction. Consider an operator 𝐸 over arithmetic functions such that for
every 𝑓 the function 𝐸𝑓 is multiplicative and

(𝐸𝑓)(𝑝𝑎) = 𝑓(𝑎), 𝑝 is prime.

For various functions 𝑓 (such as the divisor function, the sum-of-divisor function,
Möbius function, the totient function and so on) the behaviour of 𝐸𝑓 was studied by
many authors, starting from Subbarao [12]. The bibliography can be found in [10].

The notation for 𝐸𝑓 , established by previous authors, is 𝑓 (𝑒).

Carmichael function 𝜆 is an arithmetic function such that

𝜆(𝑝𝑎) =

{︃
𝜑(𝑝𝑎), 𝑝 > 2 or 𝑎 = 1, 2,

𝜑(𝑝𝑎)/2, 𝑝 = 2 and 𝑎 > 2,

c○ Lelechenko A. V., 2013
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and if 𝑛 = 𝑝𝑎1
1 · · · 𝑝𝑎𝑚

𝑚 is a canonical representation, then

𝜆(𝑛) = lcm
(︀
𝜆(𝑝𝑎1

1 ), . . . , 𝜆(𝑝𝑎𝑚
𝑚 )
)︀
.

This function was introduced at the beginning of the XX century in [1], but intense
studies started only in 1990-th, e. g. [2]. Carmichael function finds applications in
cryptography, e. g. [3].

Consider also the family of multiplicative functions

𝛿𝑟(𝑝
𝑎) =

{︃
0, 𝑎 < 𝑟,

1, 𝑎 > 𝑟,
𝑟 is integer.

Function 𝛿2 is a characteristic function of the set of square-full numbers, 𝛿3 — of
cube-full numbers and so on. Of course, 𝛿1 ≡ 1.

Denote 𝜆
(𝑒)
𝑟 for the product of 𝛿𝑟 and 𝜆(𝑒):

𝜆(𝑒)𝑟 (𝑛) = 𝛿𝑟(𝑛)𝜆
(𝑒)(𝑛).

The aim of our paper is to study asymptotic properties of 𝜆(𝑒) ≡ 𝜆
(𝑒)
1 , 𝜆

(𝑒)
2 , 𝜆

(𝑒)
3

and 𝜆
(𝑒)
4 .

Notations.

Letter 𝑝 with or without indexes denotes a prime number.
We write 𝑓 ⋆ 𝑔 for Dirichlet convolution

(𝑓 ⋆ 𝑔)(𝑛) =
∑︁
𝑑|𝑛

𝑓(𝑑)𝑔(𝑛/𝑑).

Denote
𝜏(𝑎1, . . . , 𝑎𝑘;𝑛) :=

∑︁
𝑑
𝑎1
1 ···𝑑𝑎𝑘

𝑘 =𝑛

1.

In asymptotic relations we use ∼, ≍, Landau symbols 𝑂 and 𝑜, Vinogradov sym-
bols ≪ and ≫ in their usual meanings. All asymptotic relations are given as an
argument (usually 𝑥) tends to the infinity.

Everywhere 𝜀 > 0 is an arbitrarily small number (not always the same even in
one equation).

As usual 𝜁(𝑠) is Riemann zeta-function. Real and imaginary components of the
complex 𝑠 are denoted as 𝜎 := ℜ𝑠 and 𝑡 := ℑ𝑠, so 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡.

For a fixed 𝜎 ∈ [1/2, 1] define

𝑚(𝜎) := sup

{︂
𝑚

⃒⃒⃒⃒ ∫︁ 𝑇

1

⃒⃒
𝜁(𝜎 + 𝑖𝑡)

⃒⃒𝑚
𝑑𝑡≪ 𝑇 1+𝜀

}︂
.

and

𝜇(𝜎) := lim sup
𝑡→∞

log
⃒⃒
𝜁(𝜎 + 𝑖𝑡)

⃒⃒
log 𝑡

.

Below𝐻2005 = (32/205+𝜀, 269/410+𝜀) stands for Huxley’s exponent pair from [5].
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Preliminary lemmas.

Lemma 1. Let 𝐹 : Z → C be a multiplicative function such that 𝐹 (𝑝𝑎) = 𝑓(𝑎),
where 𝑓(𝑛) ≪ 𝑛𝛽 for some 𝛽 > 0. Then

lim sup
𝑛→∞

log𝐹 (𝑛) llog 𝑛

log 𝑛
= sup

𝑛>1

log 𝑓(𝑛)

𝑛
.

Proof. See [13].

Lemma 2. Let 𝑓(𝑡) > 0. If ∫︁ 𝑇

1

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡≪ 𝑔(𝑇 ),

where 𝑔(𝑇 ) = 𝑇𝛼 log𝛽 𝑇 , 𝛼 > 1, then

𝐼(𝑇 ) :=

∫︁ 𝑇

1

𝑓(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡≪

{︂
log𝛽+1 𝑇 if 𝛼 = 1,

𝑇𝛼−1 log𝛽 𝑇 if 𝛼 > 1.

Proof. Let us divide the interval of integration into parts:

𝐼(𝑇 ) 6
log2 𝑇∑︁
𝑘=0

∫︁ 𝑇/2𝑘

𝑇/2𝑘+1

𝑓(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 <

log2 𝑇∑︁
𝑘=0

1

𝑇/2𝑘+1

∫︁ 𝑇/2𝑘

1

𝑓(𝑡)𝑑𝑡≪
log2 𝑇∑︁
𝑘=0

𝑔(𝑇/2𝑘)

𝑇/2𝑘+1
.

Now the lemma’s statement follows from elementary estimates.

Lemma 3. For 𝜎 > 1/2 and for any exponent pair (𝑘, 𝑙) such that 𝑙 − 𝑘 > 𝜎 we
have

𝜇(𝜎) 6
𝑘 + 𝑙 − 𝜎

2
+ 𝜀.

Proof. See [6, (7.57)].
A well-known application of Lemma 3 is

𝜇(1/2) 6 32/205, (1)

following from the choice (𝑘, 𝑙) = 𝐻2005. Another (maybe new) application is

𝜇(3/5) 6 1409/12170, (2)

following from

(𝑘, 𝑙) =

(︂
269

2434
,
1755

2434

)︂
= 𝐴𝐵𝐴𝐻2005,

where 𝐴 and 𝐵 stands for usual 𝐴- and 𝐵-processes [7, Ch. 2].

Lemma 4. Let 𝜂 > 0 be arbitrarily small. Then for growing |𝑡| > 3

𝜁(𝑠) ≪

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
|𝑡|1/2−(1−2𝜇(1/2))𝜎, 𝜎 ∈ [0, 1/2],

|𝑡|2𝜇(1/2)(1−𝜎), 𝜎 ∈ [1/2, 1− 𝜂],

|𝑡|2𝜇(1/2)(1−𝜎) log2/3 |𝑡|, 𝜎 ∈ [1− 𝜂, 1],

log2/3 |𝑡|, 𝜎 > 1.

(3)
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More exact estimates for 𝜎 ∈ [1/2, 1− 𝜂] are also available, e. g.

𝜇(𝜎) ≪

{︃
10
(︀
𝜇(3/5)− 𝜇(1/2)

)︀
𝜎 +

(︀
6𝜇(1/2)− 5𝜇(3/5)

)︀
, 𝜎 ∈ [1/2, 3/5],

5𝜇(3/5)(1− 𝜎)/2, 𝜎 ∈ [3/5, 1− 𝜂],
(4)

Proof. Estimates follow from Phragmén—Lindelöf principle, exact and approx-
imate functional equations for 𝜁(𝑠) and convexity properties. See [14, Ch. 5] and [6,
Ch. 7.5] for details.

Lemma 5. For any integer 𝑟

max
𝑛6𝑥

𝜆(𝑒)𝑟 (𝑛) ≪ 𝑥𝜀.

Proof. Surely 𝜆
(𝑒)
𝑟 (𝑛) 6 𝜆(𝑒)(𝑛). By Lemma 1 we have

lim sup
𝑛→∞

log 𝜆(𝑒)(𝑛) log log 𝑛

log 𝑛
= sup

𝑚

log 𝜆(𝑚)

𝑚
=

log 4

5
=: 𝑐,

because 𝜆(𝑚) 6 𝑚− 1. It implies

max
𝑛6𝑥

𝜆(𝑒)(𝑛) ≪ 𝑥𝑐/ log log𝑛 ≪ 𝑥𝜀.

Lemma 6. Let 𝐿𝑟(𝑠) be the Dirichlet series for 𝜆
(𝑒)
𝑟 :

𝐿𝑟(𝑠) :=

∞∑︁
𝑛=1

𝜆(𝑒)𝑟 (𝑛)𝑛−𝑠.

Then for 𝑟 = 1, 2, 3, 4 we have 𝐿𝑟(𝑠) = 𝑍𝑟(𝑠)𝐺𝑟(𝑠), where

𝑍1(𝑠) = 𝜁(𝑠)𝜁(3𝑠)𝜁2(5𝑠), (5)

𝑍2(𝑠) = 𝜁(2𝑠)𝜁2(3𝑠)𝜁(4𝑠)𝜁2(5𝑠), (6)

𝑍3(𝑠) = 𝜁2(3𝑠)𝜁2(4𝑠)𝜁4(5𝑠), (7)

𝑍4(𝑠) = 𝜁2(4𝑠)𝜁4(5𝑠)𝜁2(6𝑠)𝜁6(7𝑠), (8)

Dirichlet series 𝐺1(𝑠), 𝐺2(𝑠), 𝐺3(𝑠) converge absolutely for 𝜎 > 1/6 and 𝐺4(𝑠) con-
verges absolutely for 𝜎 > 1/8.

Proof. Follows from the identities

1 +
∑︁
𝑎>1

𝜆(𝑒)(𝑝𝑎)𝑥𝑎 = 1 + 𝑥+ 𝑥2 + 2𝑥3 + 2𝑥4 + 4𝑥5 + 2𝑥6 + 6𝑥7 +𝑂(𝑥8)

=
1 +𝑂(𝑥8)

(1− 𝑥)(1− 𝑥3)(1− 𝑥5)2
,

1 +
∑︁
𝑎>2

𝜆(𝑒)(𝑝𝑎)𝑥𝑎 =
1 +𝑂(𝑥6)

(1− 𝑥2)(1− 𝑥3)2(1− 𝑥4)(1− 𝑥5)2
,

1 +
∑︁
𝑎>3

𝜆(𝑒)(𝑝𝑎)𝑥𝑎 =
1 +𝑂(𝑥6)

(1− 𝑥3)2(1− 𝑥4)2(1− 𝑥5)4
,

1 +
∑︁
𝑎>4

𝜆(𝑒)(𝑝𝑎)𝑥𝑎 =
1 +𝑂(𝑥8)

(1− 𝑥4)2(1− 𝑥5)4(1− 𝑥6)2(1− 𝑥7)6
.
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Lemma 7. Let Δ(𝑥) be the error term in the well-known asymptotic formula for∑︀
𝑛6𝑥 𝜏(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4;𝑛), let 𝐴4 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + 𝑎4 and let (𝑘, 𝑙) be any exponent

pair. Suppose that the following conditions are satisfied:

1. (𝑘 + 𝑙 + 2)𝑎4 < (𝑘 + 𝑙)𝑎1 +𝐴4.

2. 2(𝑘 + 𝑙 + 1)𝑎1 6 (2𝑘 + 1)(𝑎2 + 𝑎3).

(3.1) 𝑙𝑎1 6 𝑘𝑎2 and (𝑘 + 𝑙 + 1)𝑎1 > 𝑘(𝑎2 + 𝑎3)

or

(3.2) 𝑙𝑎1 > 𝑘𝑎2 and (𝑙−𝑘)(2𝑘+1)𝑎3 6 (2𝑙−2𝑙−1)(𝑘+ 𝑙+1)𝑎1+
(︀
2𝑘(𝑘− 𝑙+1)+1

)︀
𝑎2.

Proof. This is [8, Th. 3] with 𝑝 = 4.

Lemma 8.

𝑚(𝜎) >

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

4/(3− 4𝜎), 1/2 6 𝜎 6 5/8,

10/(5− 6𝜎), 5/8 6 𝜎 6 35/54,

19/(6− 6𝜎), 35/54 6 𝜎 6 41/60,

2112/(859− 948𝜎), 41/60 6 𝜎 6 3/4,

12408/(4537− 4890𝜎), 3/4 6 𝜎 6 5/6,

4324/(1031− 1044𝜎), 5/6 6 𝜎 6 7/8,

98/(31− 32𝜎), 7/8 6 𝜎 6 0.91591 . . . ,

(24𝜎 − 9)/(4𝜎 − 1)(1− 𝜎), 0.91591 . . . 6 𝜎 6 1− 𝜀.

Proof. See [6, Th. 8.4].

Main Results.

Theorem 1.∑︁
𝑛6𝑥

𝜆(𝑒)(𝑛) = 𝑐11𝑥+ 𝑐13𝑥
1/3 + (𝑐′15 log 𝑥+ 𝑐15)𝑥

1/5 +𝑂(𝑥1153/6073+𝜀),

where 𝑐11, 𝑐13, 𝑐15 and 𝑐′15 are computable constants.

Proof. Lemma 6 and equation (5) implies that 𝜆(𝑒) = 𝜏(1, 3, 5, 5; ·) ⋆ 𝑔1, where∑︀
𝑛6𝑥

𝑔1(𝑛) ≪ 𝑥1/6+𝜀. Due to [7]

∑︁
𝑛6𝑥

𝜏(1, 3, 5, 5;𝑛) = 𝑥𝜁(3)𝜁2(5) res
𝑠=1

𝜁(𝑠) + 3𝑥1/3𝜁(1/3)𝜁2(5/3) res
𝑠=1/3

𝜁(3𝑠)+

+ 5𝑥1/5𝜁(1/5)𝜁(3/5) res
𝑠=1/5

𝜁2(5𝑠) +𝑅(𝑥).

To estimate 𝑅(𝑥) we use Lemma 7 with 𝑎1 = 1, 𝑎2 = 3, 𝑎3 = 𝑎4 = 5. Exponent pair
(𝑘, 𝑙) = 𝐻2005 satisfies conditions 1, 2 and 3.2 and thus

𝑅(𝑥) ≪ 𝑥(𝑘+𝑙+2)/(𝑘+𝑙+14) = 𝑥1153/6073+𝜀, 1/6 < 1153/6073 < 1/5.

Now the convolution argument completes the proof.
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Exponential totient function 𝜑(𝑒) has similar to 𝜆(𝑒) Dirichlet series:

∞∑︁
𝑛=1

𝜑(𝑒)(𝑛) = 𝜁(𝑠)𝜁(3𝑠)𝜁2(5𝑠)𝐻(𝑠),

where 𝐻(𝑠) converges absolutely for 𝜎 > 1/6. Theorem 1 can be extended to this
case without any changes, so∑︁

𝑛6𝑥

𝜑(𝑒)(𝑛) = 𝑐11𝑥+ 𝑐13𝑥
1/3 + (𝑐′15 log 𝑥+ 𝑐15)𝑥

1/5 +𝑂(𝑥1153/6073+𝜀).

This improves the result of Pétermann [11], who obtained
∑︀
𝑛6𝑥

𝜑(𝑒)(𝑛) = 𝑐11𝑥 +

𝑐13𝑥
1/3 +𝑂(𝑥1/5 log 𝑥).

Theorem 2.∑︁
𝑛6𝑥

𝜆
(𝑒)
2 (𝑛) = 𝑐22𝑥

1/2 + (𝑐′23 log 𝑥+ 𝑐23)𝑥
1/3 + 𝑐24𝑥

1/4 +𝑂(𝑥1153/5586+𝜀),

where 𝑐22, 𝑐23, 𝑐
′
23 and 𝑐24 are computable constants.

Proof. Similar to Theorem 1 with following changes: now by (6)

𝜆
(𝑒)
2 = 𝜏(2, 3, 3, 4; ·) ⋆ 𝑔2,

where
∑︀
𝑛6𝑥

𝑔2(𝑛) ≪ 𝑥1/6+𝜀. But

∑︁
𝑛6𝑥

𝜏(2, 3, 3, 4;𝑛) = 2𝑥1/2𝜁2(3/2)𝜁(2) res
𝑠=1/2

𝜁(2𝑠)+

+ 3𝑥1/3𝜁(2/3)𝜁(4/3) res
𝑠=1/3

𝜁2(3𝑠) + 4𝑥1/4𝜁(1/2)𝜁2(3/4) res
𝑠=1/4

𝜁(4𝑠) +𝑅(𝑠).

Again by Lemma 7 with 𝑎1 = 2, 𝑎2 = 𝑎3 = 3, 𝑎4 = 4, (𝑘, 𝑙) = 𝐻2005 we get

𝑅(𝑥) ≪ 𝑥(𝑘+𝑙+2)/(𝑘+𝑙+12) = 𝑥1153/5586+𝜀, 1/5 < 1153/5586 < 1/4.

Theorem 3.∑︁
𝑛6𝑥

𝜆
(𝑒)
3 (𝑛) = (𝑐′33 log 𝑥+ 𝑐33)𝑥

1/3 + (𝑐′34 log 𝑥+ 𝑐34)𝑥
1/4+

+ 𝑃35(log 𝑥)𝑥
1/5 +𝑂(𝑥1/6+𝜀), (9)

where 𝑐33, 𝑐
′
33, 𝑐34 and 𝑐′34 are computable constants, 𝑃35 is a polynomial of degree 3

with computable coefficients.

Proof. Lemma 6 and equation (7) implies that 𝜆
(𝑒)
3 = 𝑧3⋆𝑔3, where 𝑧3 is defined

implicitly by
∞∑︁

𝑛=1

𝑧3(𝑛)𝑛
−𝑠 = 𝑍3(𝑠) = 𝜁2(3𝑠)𝜁2(4𝑠)𝜁4(5𝑠),
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and 𝑔3 is a multiplicative function such that
∑︀
𝑛6𝑥

𝑔3(𝑛) ≪ 𝑥1/6+𝜀.

The main term at the right side of (9) equals to

𝑀3(𝑥) :=

(︂
res

𝑠=1/3
+ res

𝑠=1/4
+ res

𝑠=1/5

)︂(︀
𝜁2(3𝑠)𝜁2(4𝑠)𝜁4(5𝑠)𝑥𝑠𝑠−1

)︀
.

To obtain the desirable error term it is enough to prove that∑︁
𝑛6𝑥

𝑧3(𝑛) =𝑀3(𝑥) +𝑂(𝑥1/6+𝜀).

By Perron formula for 𝑐 := 1/3 + 1/ log 𝑥 we have

∑︁
𝑛6𝑥

𝑧3(𝑛) =
1

2𝜋𝑖

𝑐+𝑖𝑇∫︁
𝑐−𝑖𝑇

𝑍3(𝑠)𝑥
𝑠𝑠−1𝑑𝑠+𝑂(𝑥1+𝜀𝑇−1).

Substituting 𝑇 = 𝑥 and moving the contour of the integration till [1/6− 𝑖𝑥, 1/6+ 𝑖𝑥]
we get ∑︁

𝑛6𝑥

𝑓3(𝑛) =𝑀3(𝑥) +𝑂(𝐼0 + 𝐼− + 𝐼+ + 𝑥𝜀),

where

𝐼0 :=

1/6+𝑖𝑥∫︁
1/6−𝑖𝑥

𝑍3(𝑠)𝑥
𝑠𝑠−1𝑑𝑠, 𝐼± :=

𝑐±𝑖𝑥∫︁
1/6±𝑖𝑥

𝑍3(𝑠)𝑥
𝑠𝑠−1𝑑𝑠.

Firstly,

𝐼+ ≪ 𝑥−1

𝑐∫︁
1/6

𝑍3(𝜎 + 𝑖𝑥)𝑥𝜎𝑑𝜎.

Let 𝛼(𝜎) be a function such that 𝑍3(𝜎 + 𝑖𝑥) ≪ 𝑥𝛼(𝜎)+𝜀. By (3) we have

𝛼(𝜎) 6

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(16− 68𝜎)𝜇(1/2) < 4/5, 𝜎 ∈ [1/6, 1/5),

(8− 28𝜎)𝜇(1/2) < 3/4, 𝜎 ∈ [1/5, 1/4),

(4− 12𝜎)𝜇(1/2) < 2/3, 𝜎 ∈ [1/4, 1/3),

0, 𝜎 ∈ [1/3, 𝑐].

This means that 𝐼+ ≪ 𝑥𝜀. Plainly, the same estimate holds for 𝐼−.

Secondly, it remains to prove that 𝐼0 ≪ 𝑥1/6+𝜀. Here

𝐼0 ≪ 𝑥1/6
𝑥∫︁

1

𝑍3(1/6 + 𝑖𝑡)𝑡−1𝑑𝑡
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and taking into account Lemma 2 it is enough to show

𝑥∫︁
1

𝑍3(1/6 + 𝑖𝑡)𝑑𝑡 ≪ 𝑥1+𝜀.

Applying Cauchy inequality twice we obtain

𝑥∫︁
1

𝑍3(1/6 + 𝑖𝑡)𝑑𝑡≪

⎛⎝ 𝑥∫︁
1

⃒⃒
𝜁4(1/2 + 𝑖𝑡)

⃒⃒
𝑑𝑡

⎞⎠1/2

×

×

⎛⎝ 𝑥∫︁
1

⃒⃒
𝜁8(2/3 + 𝑖𝑡)

⃒⃒
𝑑𝑡

⎞⎠1/4⎛⎝ 𝑥∫︁
1

⃒⃒
𝜁16(5/6 + 𝑖𝑡)

⃒⃒
𝑑𝑡

⎞⎠1/4

≪

≪ 𝑥(1+𝜀)·1/2𝑥(1+𝜀)·1/4𝑥(1+𝜀)·1/4 ≪ 𝑥1+𝜀

since by Lemma 8 𝑚(1/2) > 4, 𝑚(2/3) > 8 and 𝑚(5/6) > 16.

Theorem 4.∑︁
𝑛6𝑥

𝜆
(𝑒)
4 (𝑛) = (𝑐′44 log 𝑥+ 𝑐44)𝑥

1/4 + 𝑃45(log 𝑥)𝑥
1/5 + (𝑐′46 log 𝑥+ 𝑐46)𝑥

1/6+

+ 𝑃47(log 𝑥)𝑥
1/7 +𝑂(𝑥𝐶4+𝜀),

where 𝑐44, 𝑐
′
44, 𝑐46 and 𝑐′46 are computable constants, 𝑃45 and 𝑃47 are computable

polynomials, deg𝑃45 = 3, deg𝑃47 = 5,

𝐶4 =
7863059−

√
13780693090921

85962240
= 0.134656 . . . , 1/8 < 𝐶4 < 1/7. (10)

Proof. We shall follow the outline of Theorem 3. Let us prove that for 𝑐 :=
1/4 + 1/ log 𝑥 we can estimate

𝐼+ :=

𝑐+𝑖𝑥∫︁
𝐶4+𝑖𝑥

𝑍4(𝑠)𝑥
𝑠𝑠−1𝑑𝑠≪ 𝑥𝐶4+𝜀

and

𝐼0 :=

𝐶4+𝑖𝑥∫︁
𝐶4−𝑖𝑥

𝑍4(𝑠)𝑥
𝑠𝑠−1𝑑𝑠≪ 𝑥𝐶4+𝜀.

We start with 𝐼+ ≪ 𝑥−1

𝑐∫︁
𝐶4

𝑍4(𝜎+ 𝑖𝑥)𝑥
𝜎𝑑𝜎. Now let 𝛼(𝜎) be a function such that

𝑍4(𝜎 + 𝑖𝑥) ≪ 𝑥𝛼(𝜎)+𝜀. By (3) and (8) we have

𝛼(𝜎) 6

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(16− 80𝜎)𝜇(1/2) < 5/6, 𝜎 ∈ [1/7, 1/6),

(12− 56𝜎)𝜇(1/2) < 4/5, 𝜎 ∈ [1/6, 1/5),

(4− 16𝜎)𝜇(1/2) < 3/4, 𝜎 ∈ [1/5, 1/4),

0, 𝜎 ∈ [1/4, 𝑐].
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So

𝑐∫︁
1/7

𝑍4(𝜎 + 𝑖𝑥)𝑥𝜎−1𝑑𝜎 ≪ 𝑥𝜀 and the only case that requires further investigations

is 𝜎 ∈ [𝐶4, 1/7). Instead of (3) we apply (4) together with (1) and (2) to obtain

𝛼(𝜎) 6
1045018

249485
− 2459357

99794
𝜎, 𝜎 ∈ [1/8, 1/7],

which implies

1/7∫︁
𝐶4

𝑥𝛼(𝜎)+𝜎−1𝑑𝜎 ≪ 𝑥𝐶4+𝜀 as soon as

𝐶4 > 1591066/12296785 = 0.129388 . . .

Our choice of 𝐶4 in (10) is certainly the case.

Let us move on 𝐼0 and prove that

∫︁ 𝑥

1

𝑍4(𝐶4 + 𝑖𝑡) 𝑑𝑡 ≪ 𝑥1+𝜀. For 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑞4

such that

1/𝑞1 + 1/𝑞2 + 1/𝑞3 + 1/𝑞4 = 1 and 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑞4 > 1 (11)

by Hölder inequality we have

𝑥∫︁
1

𝑍4(𝐶4 + 𝑖𝑡) 𝑑𝑡≪

⎛⎝ 𝑥∫︁
1

⃒⃒
𝜁2𝑞1(4𝑠+ 𝑖𝑡)

⃒⃒
𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑞1 ⎛⎝ 𝑥∫︁
1

⃒⃒
𝜁4𝑞2(5𝑠+ 𝑖𝑡)

⃒⃒
𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑞2

×

×

⎛⎝ 𝑥∫︁
1

⃒⃒
𝜁2𝑞3(6𝑠+ 𝑖𝑡)

⃒⃒
𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑞3 ⎛⎝ 𝑥∫︁
1

⃒⃒
𝜁6𝑞4(7𝑠+ 𝑖𝑡)

⃒⃒
𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑞4

.

Choose

𝑞1 = 𝑚(4𝐶4)/2, 𝑞2 = 𝑚(5𝐶4)/4, 𝑞3 = 𝑚(6𝐶4)/2, 𝑞4 = 𝑚(7𝐶4)/6 (12)

One can make sure by substituting the value of 𝐶4 from (10) into Lemma 8 that such
choice of 𝑞𝑘 satisfies (11). Thus we obtain

𝑥∫︁
1

𝑍4(𝐶4 + 𝑖𝑡) 𝑑𝑡≪ 𝑥(1+𝜀)/𝑞1𝑥(1+𝜀)/𝑞2𝑥(1+𝜀)/𝑞3𝑥(1+𝜀)/𝑞4 ≪ 𝑥1+𝜀,

which finishes the proof.
Now we obtain lower value of 𝐶4 by improving lower bounds of 𝑚(𝜎) from

Lemma 8. Estimates below depend on values of

inf
(𝑘,𝑙)

𝑎𝑘 + 𝑏𝑙 + 𝑐

𝑑𝑘 + 𝑒𝑙 + 𝑓
, (13)

where (𝑘, 𝑙) runs over the set of exponent pairs and satisfies certain linear inequalities.
A method to estimate (13) without linear constrains was given by Graham [4]. In the
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recent paper [9] we have presented an effective algorithm to deal with (13) under a
nonempty set of linear constrains.

Let 𝑐 be an arbitrary function such that 𝑐(𝜎) > 𝜇(𝜎). Define 𝜃 by an implicit
equation

2𝑐
(︀
𝜃(𝜎)

)︀
+ 1 + 𝜃(𝜎)− 2

(︀
1 + 𝑐

(︀
𝜃(𝜎)

)︀)︀
𝜎 = 0.

Finally, define

𝑓(𝜎) = 2
1 + 𝑐

(︀
𝜃(𝜎)

)︀
𝑐
(︀
𝜃(𝜎)

)︀ .

Due to Lemma 3 one can take 𝑐(𝜎) = inf
𝑙−𝑘>𝜎

(𝑘 + 𝑙 − 𝜎)/2, where (𝑘, 𝑙) runs over the

set of exponent pairs. However even rougher choice of 𝑐 leads to satisfiable values of
𝑓 such as in [6, (8.71)].

Lemma 9. Let 𝜎 > 5/8. Compute

𝛼1 =
4− 4𝜎

1 + 2𝜎
, 𝛽1 = − 12

1 + 2𝜎
, 𝑚1 =

1− 𝛼1

𝜇(𝜎)
− 𝛽1,

𝛼2(𝑘, 𝑙) =
4(1− 𝜎)(𝑘 + 𝑙)

(2 + 4𝑙)𝜎 − 1 + 2𝑘 − 2𝑙
, 𝛽2(𝑘, 𝑙) = − 4(1 + 2𝑘 + 2𝑙)

(2 + 4𝑙)𝜎 − 1 + 2𝑘 − 2𝑙
,

𝑚2(𝑘, 𝑙) =
1− 𝛼2(𝑘, 𝑙)

𝜇(𝜎)
− 𝛽2(𝑘, 𝑙), 𝑚2 = inf

𝛼2(𝑘,𝑙)61
𝑚2(𝑘, 𝑙),

where (𝑘, 𝑙) runs over the set of exponent pairs. Then

𝑚(𝜎) > min
(︀
𝑚1,𝑚2, 2𝑓(𝜎)

)︀
.

Note that for 𝜎 > 2/3 the condition 𝛼2(𝑘, 𝑙) 6 1 is always satisfied.

Proof. Follows from [6, (8.97)] and from 𝑇𝛼𝑉 𝛽 ≪ 𝑇𝑉 𝛽+(𝛼−1)/𝜇(𝜎) for 𝛼 < 1
and 𝑉 ≪ 𝑇𝜇(𝜎).

Substituting pointwise estimates of 𝑚(𝜎) from Lemma 9 instead of segmentwise
from Lemma 8 into (12) we obtain following result.

Theorem 5. The statement of Theorem 4 remains valid for

𝐶4 = 0.133437785 . . .

Conclusion. We have obtained nontrivial error terms in asymptotic estimates
of ∑︁

𝑛6𝑥

𝜆(𝑒)𝑟 (𝑛)

for 𝑟 = 1, 2, 3, 4. Cases of 𝑟 = 1 and 𝑟 = 2 depend on the method of exponent
pairs. Cases of 𝑟 = 3 and 𝑟 = 4 depend on lower bounds of 𝑚(𝜎). Note that case of
𝑟 = 4 may be improved under Riemann hypothesis up to 𝐶4 = 1/8, because Riemann
hypothesis implies 𝜇(𝜎) = 0 and 𝑚(𝜎) = ∞ for 𝜎 ∈ [1/2, 1].
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Щёголев С. А. О приведении нелинейного дифференциального уравне-

ния первого порядка с осциллирующими коэффициентами к одному специ-

альному виду. Для нелинейной колебательной системы второго порядка построено

преобразование, приводящее эту систему к близкой системе с медленно меняющимися

коэффициентами.
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Shchogolev S. A. On a reduction of nonlinear first-order differential equa-

tion with oscillating coefficients to a some special kind. For nonlinear oscillating

second-order differential system construct the transformation which reducing this system

close to a system with slowly varying coefficients.

Key words: differential, slowly varying, Fourier series.

Introduction. In the theory of nonlinear oscillations is an important problem
of reducing a system defined on a 𝑠-dimensional torus, to so-called pure rotation,
allowing you to explore the behavior of the system trajectories on this torus. In the
case 𝑠 > 1 we obtain multi-frequency system. Theory of quasi-periodic solutions of
such systems is the subject of numerous studies [1 – 4]. In the case 𝑠 = 1 torus degen-
erates into a circle, the system is a single frequency, and becomes an one first-order
equation, which greatly simplifies the study. At the same time, if this equation is
nonautonomous, in general, it is not integrated in quadratures, and then the task
of bringing this equation to a simpler form is relevant. In this paper we consider
the first-order differential equation, right part of which are represented by an abso-
lutely and uniformly convergent Fourier series with slowly varying coefficients. The
purpose of this paper is to obtain conditions for the existence of a similar structure
transformation, this equation leads to an equation with a slowly varying right-hand
side.

Auxiliary arguments. Let 𝐺 = {𝑡, 𝜀 : 𝑡 ∈ R, 𝜀 ∈ [0, 𝜀0], 𝜀0 ∈ R+}.

Definition 1. We say, that a function 𝑓(𝑡, 𝜀), in general a complex-valued, be-
longs to the class 𝑆𝑚(𝜀0), 𝑚 ∈ N ∪ {0}, if 𝑡, 𝜀 ∈ 𝐺 and

c○ Shchogolev S. A., 2013
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1) 𝑓(𝑡, 𝜀) ∈ 𝐶𝑚(𝐺) with respect 𝑡,
2) 𝑑𝑘𝑓(𝑡, 𝜀)/𝑑𝑡𝑘 = 𝜀𝑘𝑓*𝑘 (𝑡, 𝜀) (0 6 𝑘 6 𝑚),

‖𝑓‖𝑚
𝑑𝑒𝑓
=

𝑚∑︁
𝑘=0

sup
𝐺

|𝑓*𝑘 (𝑡, 𝜀)|.

Under the slowly varying function we mean a function of class 𝑆𝑚(𝜀0).

Definition 2. We say, that a function 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃) belongs to the class 𝐹 𝜃
𝑚,𝑙(𝜀0)

(𝑚, 𝑙 ∈ N ∪ {0}), if this function can be represented as:

𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) exp (𝑖𝑛𝜃),

and:
1) 𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆𝑚(𝜀0), 𝜃 ∈ R;
2)

‖𝑓‖𝑚,𝑙
𝑑𝑒𝑓
= ‖𝑓0‖𝑚 +

∞∑︁
𝑛=−∞

|𝑛|𝑙‖𝑓𝑛‖𝑚 < +∞,

particular

‖𝑓‖𝑚,0 =

∞∑︁
𝑛=−∞

‖𝑓𝑛‖𝑚;

If the function 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃) are real, then 𝑓−𝑛(𝑡, 𝜀) ≡ 𝑓𝑛(𝑡, 𝜀).
Obviously, the functions of class 𝐹 𝜃

𝑚,𝑙(𝜀0) are 2𝜋-periodic with respect 𝜃.
If

𝑢 =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑢𝑛e
𝑖𝑛𝜃, 𝑣 =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑣𝑛e
𝑖𝑛𝜃 ∈ 𝐹 𝜃

𝑚,𝑙(𝜀0),

then 𝑘𝑢, 𝑢± 𝑣, 𝑢𝑣 ∈ 𝐹 𝜃
𝑚,𝑙(𝜀0), and

1) ‖𝑘𝑢‖𝑚,𝑙 = |𝑘| · ‖𝑢‖𝑚,𝑙;
2) ‖𝑢± 𝑣‖𝑚,𝑙 6 ‖𝑢‖𝑚,𝑙 + ‖𝑣‖𝑚,𝑙;
3) ‖𝑢𝑣‖𝑚,𝑙 6 2𝑚(2𝑙 + 1)‖𝑢‖𝑚,𝑙 · ‖𝑣‖𝑚,𝑙.

We prove the last property. From the definition of the norm ‖ · ‖𝑚,𝑙 should be

‖𝑢‖𝑚,𝑙 = ‖𝑢0‖𝑚 +

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑙𝑢

𝜕𝜃𝑙

⃦⃦⃦⃦
𝑚,0

.

In [5] it was shown that ∀𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆𝑚(𝜀0): ‖𝑝𝑞‖𝑚 6 2𝑚‖𝑝‖𝑚‖𝑞‖𝑚. Using Leibniz’s
formula, we can write:

𝜕𝑙(𝑢𝑣)

𝜕𝜃𝑙
=

𝑙∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑙

𝜕𝜈𝑢

𝜕𝜃𝜈
· 𝜕

𝑙−𝜈𝑣

𝜕𝜃𝑙−𝜈
.

We denote: (𝑢𝑣)0 =
∞∑︀

𝑘=−∞
𝑢𝑘𝑣−𝑘. Hense ‖𝑢𝑣‖𝑚,0 6 2𝑚‖𝑢‖𝑚,0 · ‖𝑣‖𝑚,0. Now we have:

‖𝑢𝑣‖𝑚,𝑙 = ‖(𝑢𝑣)0‖𝑚+

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑙(𝑢𝑣)

𝜕𝜃𝑙

⃦⃦⃦⃦
𝑚,0

6 ‖(𝑢𝑣)0‖𝑚+

𝑙∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑙 2

𝑚

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝜈𝑢

𝜕𝜃𝜈

⃦⃦⃦⃦
𝑚,0

·
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑙−𝜈𝑣

𝜕𝜃𝑙−𝜈

⃦⃦⃦⃦
𝑚,0

6
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6 2𝑚‖𝑢‖𝑚,𝑙 · ‖𝑣‖𝑚,𝑙 + 2𝑚‖𝑢‖𝑚,𝑙 · ‖𝑣‖𝑚,𝑙 · 2𝑙 = 2𝑚(2𝑙 + 1)‖𝑢‖𝑚,𝑙 · ‖𝑣‖𝑚,𝑙,

quod erat demonstrandum.

Main Results.

1. Statement of the Problem.
Consider the first-order differential equation:

𝑑𝜃

𝑑𝑡
= 𝜔(𝑡, 𝜀) + 𝜇Θ(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝜀𝑏(𝑡, 𝜀, 𝜃), (1)

where real functions 𝜔(𝑡, 𝜀)∈𝑆𝑚(𝜀0), inf
𝐺
𝜔(𝑡, 𝜀) = 𝜔0 > 0, Θ ∈ 𝐹 𝜃

𝑚,𝑙(𝜀0), 𝑏∈𝐹 𝜃
𝑚−1,𝑙(𝜀0),

𝜇 ∈ (0, 1).
We study the question of the existence of the transformation of kind

𝜃 = Ψ(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇),

where Ψ ∈ 𝐹𝜙
𝑚1,𝑙1

(𝜀1) (𝑚1 6 𝑚, 𝑙1 6 𝑙, 𝜀1 6 𝜀0), which reducing the equation (1) to
the form:

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= ̃︀𝜔(𝑡, 𝜀, 𝜇) + 𝜀𝛽(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇),

where ̃︀𝜔 ∈ 𝑆𝑚2(𝜀1) (𝑚2 6 𝑚), 𝛽 ∈ 𝐹𝑚1,𝑙1 .
The peculiarity of this problem is that there appear two small parameters – 𝜇

and 𝜀, that perform different functions. Parameter 𝜇 characterizes the smallness of
the nonlinearity Θ(𝑡, 𝜀, 𝜃) in right part of equation, and parameter 𝜀 characterizes
the slow variability of function 𝜔 and coefficients of Fourier-series, which represents
functions Ω and 𝑏. Therefore, restrictions on one of these parameters, in general, do
not involve restrictions on another parameter. At the same time, most of the known
results the smallness of the nonlinearity and the slow rate variability coefficients of
the system are characterized by the same parameter.

Note that analogous problem has been considered by author in [6], but there
equation (1) reduced to form:

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝜔*(𝑡, 𝜀) + 𝜇𝑟+1𝜔𝑟(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇) + 𝜀𝑏𝑟(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇),

where 𝑟 ∈ N, and thus oscillating terms, proportional to the small parameter 𝜇 in
right part did not disappear completely, but only increases the order of their smallness
relative 𝜇. In this paper we prove the existence of a transformation that completely
destroys these oscillating terms, and retains only oscillating terms proportional pa-
rameters 𝜀.

2. Principal Results.
Theorem. Let the function Θ(𝑡, 𝜀, 𝜃) in right part of equation (1) belongs to

class 𝐹 𝜃
𝑚,𝑙+2(𝜀0). Then exists 𝜇0 ∈ (0, 1) such that for all 𝜇 ∈ (0, 𝜇0) exists the

transformation
𝜃 = 𝜙+ 𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇), (2)

where 𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇) ∈ 𝐹𝜙
𝑚,𝑙(𝜀0), reducing the equation (1) to kind:

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝜔(𝑡, 𝜀) + Φ(𝑡, 𝜀, 𝜇) + 𝜀𝛽(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇), (3)
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where Φ(𝑡, 𝜀, 𝜇) ∈ 𝑆𝑚(𝜀0), 𝛽(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇) ∈ 𝐹𝜙
𝑚−1,𝑙−1(𝜀0).

Proof. We define the function 𝑣 from equation:

(𝜔(𝑡, 𝜀) + Φ(𝑡, 𝜀, 𝜇))
𝜕𝑣

𝜕𝜙
= 𝜇Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙+ 𝑣)− Φ(𝑡, 𝜀, 𝜇). (4)

We introduce the operators:

Γ𝑛[Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙)] =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙) 𝑒−𝑖𝑛𝜙𝑑𝜙, 𝑛 ∈ Z,

in particular

Γ0[Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙)] =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙)𝑑𝜙;

𝐼[Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙)] =

∞∑︁
𝑛=−∞
(𝑛 ̸=0)

Γ𝑛[Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙)]

𝑖𝑛
𝑒𝑖𝑛𝜙.

Obviously Γ0[Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙)] ∈ 𝑆𝑚(𝜀0), 𝐼[Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙)] ∈ 𝐹𝜙
𝑚,𝑙+1(𝜀0), and

𝐼

[︂
𝜕Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙)

𝜕𝜙

]︂
= Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙)− Γ0[Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙)] ∈ 𝐹𝜙

𝑚,𝑙(𝜀0).

If in particular Γ0[Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙)] ≡ 0, then

𝐼

[︂
𝜕Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙)

𝜕𝜙

]︂
= Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙).

The operators Γ0[Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙)], 𝐼[Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙)], obviously, are linear.
Consider equation (4). We seek a solution 𝑣 ∈ 𝐹𝜙

𝑚,𝑙(𝜀0) of this equation and
function Φ ∈ 𝑆𝑚(𝜀0) by the method of successive approximations, defining the initial
approximation 𝑣0, Φ0 from the equation:

𝜔(𝑡, 𝜀)
𝜕𝑣0
𝜕𝜙

= 𝜇Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙)− Φ0(𝑡, 𝜀, 𝜇), (5)

and the subsequent approximations 𝑣𝑘, Φ𝑘 (𝑘 = 1, 2, ...) defining from the equations:

𝜔(𝑡, 𝜀)
𝜕𝑣𝑘
𝜕𝜙

= 𝜇Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙+ 𝑣𝑘−1)− Φ𝑘−1
𝜕𝑣𝑘−1

𝜕𝜙
− Φ𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜇), 𝑘 = 1, 2, . . . . (6)

We denote:
Φ0(𝑡, 𝜀, 𝜇) = 𝜇Γ0[Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙)], (7)

𝑣0(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇) =
𝜇

𝜔(𝑡, 𝜀)
𝐼[Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙)], (8)

Φ𝑘+1(𝑡, 𝜀, 𝜇) = 𝜇Γ0[Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙+ 𝑣𝑘)], (9)

𝑣𝑘+1(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇) =
𝜇

𝜔(𝑡, 𝜀)
𝐼[Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙+ 𝑣𝑘)]−

Φ𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜇)

𝜔(𝑡, 𝜀)
𝑣𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇). (10)
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We show that all the approximations Φ𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜇) (𝑘 = 0, 1, 2, ...), defined by the
formulas (7), (9), belongs to class 𝑆𝑚(𝜀0), and all the approximations 𝑣𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇)
(𝑘 = 0, 1, 2, ...) belongs to class 𝐹𝜙

𝑚,𝑙(𝜀0).

Obviously Φ0 ∈ 𝑆𝑚(𝜀0), 𝑣0 ∈ 𝐹𝜙
𝑚,𝑙+1(𝜀0) ⊂ 𝐹𝜙

𝑚,𝑙(𝜀0), 𝑣0 ∈ R and Γ0[𝑣0] ≡ 0. We

show that function Θ0(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇) = Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙+ 𝑣0(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇)) belongs to class 𝐹𝜙
𝑚,𝑙(𝜀0).

Since by hypothesis holds Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙) ∈ 𝐹𝜙
𝑚,𝑙+2(𝜀0), then

sup
𝑡,𝜀∈𝐺

sup
𝜙∈R

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑠+𝑟Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙)

𝜕𝑡𝑠𝜕𝜙𝑟

⃒⃒⃒⃒
< +∞, 𝑠 = 0,𝑚, 𝑟 = 0, 𝑙 + 2. (11)

Converting expression

Γ𝑛[Θ0(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇)] =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

Θ0(𝑡, 𝜀, 𝜙) 𝑒
−𝑖𝑛𝜙𝑑𝜙, 𝑛 ̸= 0

by the formula (𝑙 + 2)-fold integration by parts, and noting that

𝜕𝑣0(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇)

𝜕𝜙
= 𝜇(Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙)− Γ0[Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙)]),

we obtain:

Γ𝑛[Θ0(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇)] =
1

2𝜋(𝑖𝑛)𝑙+2

2𝜋∫︁
0

𝑃 (𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇) 𝑒−𝑖𝑛𝜙𝑑𝜙, 𝑛 ̸= 0,

where 𝑃 (𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇) is polynom of degree 𝑙 + 3 with coefficients are belongs to class

𝑆𝑚(𝜀0) relatively derivatives 𝜕𝑟Θ(𝑡,𝜀,𝜙)
𝜕𝜙𝑟 (𝑟 = 0, 𝑙 + 2), which are calculated by val-

ues of argument 𝜙 is equal 𝜙 or 𝜙 + 𝑣0, where 𝑣0 ∈ R. Given (11) we obtain,
that Θ0(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇) ∈ 𝐹𝜙

𝑚,𝑙(𝜀0). Thus taking into account (9), (10), we obtain, that

Φ1∈ 𝑆𝑚(𝜀0), 𝑣1 ∈ 𝐹𝜙
𝑚,𝑙(𝜀0).

Suppose by induction, that Φ𝑠 ∈ 𝑆𝑚(𝜀0), 𝑣𝑠 ∈ 𝐹𝑚,𝑙(𝜀0) (𝑠 = 2, 𝑘), and show,
that then Φ𝑘+1 ∈ 𝑆𝑚(𝜀0), 𝑣𝑘+1 ∈ 𝐹𝑚,𝑙(𝜀0). For that we must to show, that function
Θ𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇) = Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙 + 𝑣𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇)) belong to class 𝐹𝜙

𝑚,𝑙(𝜀0). Same as above, we
transform the expression

Γ𝑛[Θ𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇)] =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

Θ𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜙) 𝑒
−𝑖𝑛𝜙𝑑𝜙, 𝑛 ̸= 0

by the formula (𝑙+2)-fold integration by parts, and using the equality (6), we obtain

Γ𝑛[Θ𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇)] =
1

2𝜋(𝑖𝑛)𝑙+2

2𝜋∫︁
0

𝑄(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇) 𝑒−𝑖𝑛𝜙𝑑𝜙, 𝑛 ̸= 0,

where 𝑄(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇) is polynom of degree 𝑙 + 3 with coefficients are belongs to class

𝑆𝑚(𝜀0) relatively derivatives 𝜕𝑟Θ(𝑡,𝜀,𝜙)
𝜕𝜙𝑟 (𝑟 = 0, 𝑙 + 2), which are calculated by values
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of argument 𝜙 is equal 𝜙 or 𝜙 + 𝑣𝑠, where 𝑣𝑠 ∈ R (𝑠 = 1, 𝑘). Given (11) we obtain,
that Θ𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇) ∈ 𝐹𝜙

𝑚,𝑙(𝜀0). Thus taking into account (9), (10), we obtain, that

Φ𝑘+1 ∈ 𝑆𝑚(𝜀0), 𝑣𝑘+1 ∈ 𝐹𝜙
𝑚,𝑙(𝜀0).

We introduce the sets:

Ω1 = { Φ ∈ 𝑆𝑚(𝜀0) : ‖Φ‖𝑚 6 𝑑 } ,

Ω2 =
{︁
𝑣 ∈ 𝐹𝜙

𝑚,𝑙(𝜀0) : ‖𝑣‖𝑚,𝑙 6 𝑑
}︁
, 𝑑 > 0.

We denote: sup
𝑣∈Ω2

‖Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙 + 𝑣)‖𝑚,𝑙. We show that for sufficiently small values of

parameter 𝜇 all the approximations Φ𝑘 belongs to set Ω1, and all the approximations
𝑣𝑘 belongs to set Ω2. On the basis of (7), (8) ∃ 𝐾 ∈ (0,+∞) such that ‖Φ0‖𝑚 6
𝜇𝐾𝑀(𝑑), ‖𝑣0‖𝑚,𝑙 6 𝜇𝐾𝑀(𝑑). Suppose by induction, that

‖Φ𝑘‖𝑚 6 𝜇𝐾𝑀(𝑑), ‖𝑣𝑘‖𝑚,𝑙 6 𝑚, 𝑙 6 𝜇𝐾𝑀(𝑑)

𝑘∑︁
𝑠=0

(2𝑚𝜇𝐾𝑀(𝑑))𝑠.

Then for sufficiently small 𝜇: Φ𝑘 ∈ Ω1, 𝑣𝑘 ∈ Ω2. Now:

‖Φ𝑘+1‖𝑚 6 𝜇𝐾𝑀(𝑑),

‖𝑣𝑘+1‖𝑚,𝑙 6 𝜇𝐾𝑀(𝑑)+𝜇𝐾𝑀(𝑑)

𝑘∑︁
𝑠=0

(2𝑚𝜇𝐾𝑀(𝑑))𝑠+1 = 𝜇𝐾𝑀(𝑑)

𝑘+1∑︁
𝑠=0

(2𝑚𝜇𝐾𝑀(𝑑))𝑠.

We require that

𝜇2𝑚𝐾𝑀(𝑑) < 1, (12)

𝜇𝐾𝑀(𝑑)

1− 𝜇2𝑚𝐾𝑀(𝑑)
6 𝑑0 < 𝑑. (13)

Then all the he approximations Φ𝑘 belongs to set Ω1, and all the approximations 𝑣𝑘
belongs to set Ω2 (𝑘 = 0, 1, 2, ...).

Now we prove the convergence of the process (9), (10). We have:

Φ𝑘+1 − Φ𝑘 = 𝜇Γ0[Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙+ 𝑣𝑘)−Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙+ 𝑣𝑘−1)], (14)

𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘 =
𝜇

𝜔(𝑡, 𝜀)
𝐼[Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙+ 𝑣𝑘)−Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙+ 𝑣𝑘−1)]−

− Φ𝑘

𝜔(𝑡, 𝜀)
𝑣𝑘 +

Φ𝑘−1

𝜔(𝑡, 𝜀)
𝑣𝑘−1 =

𝜇

𝜔(𝑡, 𝜀)
𝐼[Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙+ 𝑣𝑘)−Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙+ 𝑣𝑘−1)]−

− Φ𝑘

𝜔(𝑡, 𝜀)
(𝑣𝑘 − 𝑣𝑘−1)−

1

𝜔(𝑡, 𝜀)
(Φ𝑘 − Φ𝑘−1)𝑣𝑘−1. (15)

As performed Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙+ 𝑣𝑘) ∈ 𝐹𝜙
𝑚,𝑙(𝜀0) (𝑘 = 0, 1, 2, ...), then

Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙+ 𝑣𝑘)−Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙+ 𝑣𝑘−1) =
𝜕Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙+ 𝑣𝑘−1 + 𝜈(𝑣𝑘 − 𝑣𝑘−1))

𝜕𝜙
(𝑣𝑘 − 𝑣𝑘−1),



66 Shchogolev S. A.

(0 < 𝜈 < 1), and 𝜕Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙+ 𝑣𝑘−1 + 𝜈(𝑣𝑘 − 𝑣𝑘−1))/𝜕𝜙 ∈ 𝐹𝜙
𝑚,𝑙−1(𝜀0). We denote:

𝐿(𝑑) = sup
𝑣∈Ω2

⃦⃦⃦⃦
𝜕Θ(𝑡, 𝜀, 𝜙+ 𝑣)

𝜕𝜙

⃦⃦⃦⃦
𝑚,𝑙−1

.

Then from (14), (15) we obtain:

‖Φ𝑘+1 − Φ𝑘‖𝑚 6 𝜇𝐾𝐿(𝑑)‖𝑣𝑘 − 𝑣𝑘−1‖𝑚,𝑙,

‖𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘‖𝑚,𝑙 6 𝜇𝐾𝐿(𝑑)‖𝑣𝑘 − 𝑣𝑘−1‖𝑚,𝑙 +
𝜇𝐾𝑀(𝑑)

𝜔0
2𝑚‖𝑣𝑘 − 𝑣𝑘−1‖𝑚,𝑙+

+
1

𝜔0
𝜇𝐾𝐿(𝑑)‖𝑣𝑘 − 𝑣𝑘−1‖𝑚,𝑙 · 2𝑚(2𝑙 + 1)𝑑.

It follows that for the convergence of process (9), (10) is sufficient that the inequalities
(12), (13) and also

𝜇𝐾𝐿(𝑑) +
𝜇𝐾𝑀(𝑑)

𝜔0
2𝑚 +

𝜇𝐾𝐿(𝑑)2𝑚(2𝑙 + 1)𝑑

𝜔0
< 1.

Thus equation (4) have a solution 𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇) ∈ 𝐹𝜙
𝑚,𝑙(𝜀0), and this solution belong

to set Ω2, therefore

‖𝑣‖𝑚,𝑙 6
𝜇𝐾𝑀(𝑑)

1− 𝜇2𝑚𝐾𝑀(𝑑)
,

As performed 𝑣 ∈ 𝐹𝜙
𝑚,𝑙(𝜀0), then

𝜕𝑣
𝜕𝑡 = 𝜀̃︀𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇), where ̃︀𝑣 ∈ 𝐹𝜙

𝑚−1,𝑙(𝜀0), and
𝜕𝑣
𝜕𝜙 ∈ 𝐹𝜙

𝑚,𝑙−1(𝜀0). Now we define the function 𝛽(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇) in (3) from the equation:(︂
1 +

𝜕𝑣

𝜕𝜙

)︂
𝛽(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇) = 𝑏(𝑡, 𝜀, 𝜙+ 𝑣)− ̃︀𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇).

For the sufficiently small 𝜇 this equation has a unique solution 𝛽 ∈ 𝐹𝜙
𝑚−1,𝑙−1(𝜀0).

Theorem are proved.

Remark 1. For the conditions of the above theorem is only necessary smallness of
the parameter 𝜇, but not parameter 𝜀. Therefore the solution 𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇) of equation
(4) and function Φ(𝑡, 𝜀, 𝜇) are defined in the same area 𝐺, that coefficients of this
equation.

Remark 2. Using the chain of transformations analogous to the construction in
[7], we can increase the order of smallness of the parameter 𝜀 of the oscillating term
𝜀𝛽(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝜇) in equation (3) and to transform this equation to the kind:

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝜎(𝑡, 𝜀, 𝜇),

where 𝜎(𝑡, 𝜀, 𝜇) ∈ 𝑆𝑚1
(𝜀1) (𝑚1 < min(𝑚− 1, 𝑙 − 1), 𝜀1 < 𝜀0).

Conclusion. Thus, for the equation (1) the sufficient conditions of the exis-
tence of the transformation, which reducing this equation close to a equation with
slowly varying coefficients and the algorithm for constructing this transformation are
obtained.
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INVERSIVE CONGRUENTIAL GENERATOR OF THE COMPLEX
PSEUDO-RANDOM NUMBERS

Тран Тхе Вiнь, Варбанець П. Д. Iнверсний конгруенцiйний генератор

комплексних псевдовипадкових чисел. Розглядається розподiлення елементiв

послiдовностi псевдовипадкових комплексних чисел, породжених лiнiйно-iнверсним ге-

нератором за модулем степенi простого числа 𝑝, 𝑝 ≡ 3 (mod 4), в секторiальних обла-

стях одиничного кола комплексної площини. Побудовано аналог нерiвностi Турана–

Ердьоша–Коксми, що дозволяє отримати нетривiальнi оцiнки дискрiпантной функцiї

𝐷
(𝑠)
𝑁 (𝑋0, . . . , 𝑋𝑁−1). Показано, що послiдовнiсть {𝜔𝑛}, 𝜔𝑛 = 𝑧𝑛

𝑝𝑚
, породжена рекурсiєю

𝑧𝑛+1 ≡ 𝛼𝑧−1
𝑛 +𝛽+𝛾𝑧𝑛 (mod 𝑝𝑚), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . за вiдповiдних умов на коефiцiєнти 𝛼, 𝛽,

𝛾 i iнiцiальне значення 𝑧0, має максимальний перiод 𝜏 = 2𝑝𝑚−𝜈 , 𝜈 = 𝜈𝑝(𝛽) i проходить

s-мiрний тест на рiвнорозподiленiсть та непередбачуванiсть.

Ключовi слова: псевдовипадковi числа, дискрiпансiя, експоненцiйнi суми.

Тран Тхе Винь, Варбанец П. Д. Инверсный конгруентный генератор

комплексных псевдослучайных чисел. Рассматривается распределение элемен-

тов последовательности псевдослучайных комплексных чисел, порожденных линейно-

инверсным генератором по модулю степени простого числа 𝑝, 𝑝 ≡ 3 (mod 4), в сектори-

альных областях единичного круга комплексной плоскости. Построен аналог неравен-

ства Турана–Эрдёша–Коксмы, позволяющий получить нетривиальные оценки дескри-

пантной функции 𝐷
(𝑠)
𝑁 (𝑋0, . . . , 𝑋𝑁−1). Показано, что последовательность {𝜔𝑛}, 𝜔𝑛 =

𝑧𝑛
𝑝𝑚

, порожденная рекурсией 𝑧𝑛+1 ≡ 𝛼𝑧−1
𝑛 +𝛽+𝛾𝑧𝑛 (mod 𝑝𝑚), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . при опреде-

ленных условиях на коэфициенты 𝛼, 𝛽, 𝛾 и инициальное значение 𝑧0, имеет максималь-

ный период 𝜏 = 2𝑝𝑚−𝜈 , 𝜈 = 𝜈𝑝(𝛽) и проходит s-мерный тест на равнораспределенность

и непредсказуемость.

Ключевые слова: псевдослучайные числа, дескрипансия, экспоненциальные суммы.

Tran The Vinh, Varbanets P. Inversive congruential generator of the com-

plex pseudo-random numbers. Consider the distribution of elements of the sequence

on pseudo-random complex numbers generated by linear-inversive generator modulo prime

power number 𝑝, 𝑝 ≡ 3 (mod 4), in sectorial regions from unit ball of complex plane. We

constructed an analogue of Turan-Erdos-Koksma inequality that make it possible to derive

non-trivial bounds for discrepancy 𝐷
(𝑠)
𝑁 (𝑋0, . . . , 𝑋𝑁−1). It is shown that the sequence {𝜔𝑛},

𝜔𝑛 = 𝑧𝑛
𝑝𝑚

, produced by the recursion 𝑧𝑛+1 ≡ 𝛼𝑧−1
𝑛 +𝛽+𝛾𝑧𝑛 (mod 𝑝𝑚), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . under

certain conditions to coefficients 𝛼, 𝛽, 𝛾 and initial value 𝑧0, has maximal period 𝜏 = 2𝑝𝑚−𝜈 ,

𝜈 = 𝜈𝑝(𝛽), and it passes the s-dimensional test on equidistribution and unpredictability.

Key words: pseudo-random numbers, discrepancy, exponential sum.

Introduction. Let 𝑝 be a prime number, 𝑚 > 1 be a positive integer. Consider
the following recursion

𝑦𝑛+1 ≡ 𝑎𝑦−1
𝑛 + 𝑏 (mod 𝑝𝑚), (𝑎, 𝑏 ∈ Z), (1)

c○Tran The Vinh, Varbanets P., 2013
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where 𝑦𝑛 is a multiplicative inversive modulo 𝑝𝑚 for 𝑦𝑛 if (𝑦𝑛, 𝑝) = 1. The parameters
𝑎, 𝑏, 𝑦0 we called the multiplier, shift and initial value, respectively.

In [4] there was constructed the linear-inversive congruential generator

𝑦𝑛+1 ≡ 𝑎𝑦−1
𝑛 + 𝑏+ 𝑐𝑦𝑛 (mod 𝑝𝑛) (2)

with (𝑎, 𝑝) = 1, 𝑏 ≡ 𝑐 ≡ 0 (mod 𝑝), such that the sequence { 𝑦𝑛

𝑝𝑚 } passes serial test on

equidistribution and statistical independence (unpredictability as well).
Our purpose in this work is to show a passing the tests on equidistribution and

unpredictability for sequence {𝜔𝑛}, 𝜔𝑛 = 𝑧𝑛
𝑝𝑚 , where 𝑧𝑛 produced by the recursion

𝑧𝑛+1 ≡ 𝛼𝑧−1
𝑛 + 𝛽 + 𝛾𝑧𝑛 (mod 𝑝𝑚), (3)

𝛼, 𝛽, 𝛾 are the Gaussian integers, 𝑝 is a prime rational integer, 𝑝 > 2, 𝑚 ∈ N, 𝑚 > 3.
Hence, the main point to be shown is the possibility for such sequences of complex

numbers to be used in the problem of modeling the real processes and in cryptography.
We consider the sequence of complex numbers {𝑧𝑛}, |𝑧𝑛| 6 1. Let 0 6 𝜉1 < 𝜉2 6 1,

0 6 𝜙1 < 𝜙2 6 2𝜋 and let 𝑃 (𝜉, 𝜙) denotes the sectorial region of unit ball |𝑧| 6 1

𝑃 (𝜉, 𝜙) := {𝑧 ∈ C : 𝜉1 < 𝑁(𝑧) 6 𝜉2, 𝜙1 < arg 𝑧 6 𝜙2}. (4)

Denote by F the collection of sectorial region 𝑃 (𝜉, 𝜙) for all 𝜉 and 𝜙.
The sequence {𝑧𝑛} calls the pseudo-random in unit circle if it induces by a deter-

minative algorithm, and its statistic properties are ”similar” on property of sequence
of the random numbers. The ”similarity” means that this sequence closely adjacent
to uniformly distributed in the disk |𝑧| 6 1, and its elements are uncorrelated. On
these properties of the sequence of pseudo-random numbers (abbreviation: PRN’s)
can destine by value of discrepancy 𝐷𝑁 of the points 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑁 :

𝐷𝑁 (𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑁 ) := sup
𝑃⊂C

⃒⃒⃒⃒
𝐴𝑁 (𝑃 )

𝑁
− |𝑃 |

⃒⃒⃒⃒
, (5)

where 𝐴𝑁 (𝑃 ) is the number of points among 𝑧1, . . . , 𝑧𝑁 falling into 𝑃 , |𝑃 | denotes
the volume 𝑃 ; supremum is extended over all sectorial region 𝑃 of unit circle |𝑧| 6 1.

The similar definition of discrepancy 𝐷𝑁 has for the 𝑠-dimensional sequence of

complex points 𝑍
(𝑠)
𝑛 =

(︁
𝑧
(𝑠)
1 , . . . , 𝑧

(𝑠)
𝑛

)︁
, 𝑧𝑗 ∈ C.

We say that the sequence {𝑧𝑛} passes 𝑠-dimensional test on uncorrelatedness if it
passes ℓ-dimensional test on equidistribution, i.e.

𝐷
(ℓ)
𝑁

(︁
𝑧
(ℓ)
1 , . . . , 𝑧

(ℓ)
𝑁

)︁
→ 0 𝑎𝑡 𝑁 → ∞,

for ℓ = 1, 2, . . . , 𝑠.

Notation. Let 𝐺 denotes the ring of the Gaussian integers, 𝐺 := {𝑎+ 𝑏𝑖 : 𝑎, 𝑏 ∈
Z}; 𝑁(𝑧) = |𝑧|2 calls the norm of 𝑧 ∈ 𝐺. For 𝛾 ∈ 𝐺 denote 𝐺𝛾 (respectively, 𝐺*

𝛾)
the complete system of residues (respectively, reduced residue system) in 𝐺 modulo
𝛾; 𝑝 is a prime number in Z; p is a Gaussian prime number. If 𝑞 is a positive integer,
𝑞 > 1, then we write 𝑒𝑞(𝑥) = 𝑒2𝜋𝑖

𝑥
𝑞 for 𝑥 ∈ R. Symbols ”O” and ”≪” are equivalent;



70 Tran The Vinh, Varbanets P.

𝜈𝑝(𝛼) = 𝑘 if 𝑝𝑘|𝛼, 𝑝𝑘+1 ̸ |𝛼.
Let 𝑀 > 1 be a positive integer and let 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑁 be some sequence of points

form 𝐺𝑀 and let 𝑌𝑀 = {𝑦𝑛

𝑀 }, 𝑛 = 0, . . . , 𝑁 − 1. For 𝑃 ∈ F denote 𝐴(𝑃, 𝑌𝑀 ) the
number of points from 𝑌𝑀 contained in 𝑃 .

We will adapt the proof from [2] for a construction of an analogue of the Turan-
Erdös-Koksma inequality.

We define the adequate approximation of sectorial region 𝑃 ∈ F,

𝑃 :=

{︂
𝑧

𝑞
: 𝑁1 6 𝑁(𝑧) 6 𝑁2, 0 6 𝜙1 < arg 𝑧 6 𝜙2 < 2𝜋

}︂
, 𝑞 ∈ N.

The set 𝑆(𝑃 ) calls the adequate approximation of 𝑃 if

(i) 𝐴(𝑃, 𝑌𝑁 (𝑀)) = 𝐴(𝑆(𝑃 ), 𝑌𝑁 (𝑀)) +𝑂
(︁
𝑁

1
2

)︁
,

(ii) volumes |𝑃 | and |𝑆(𝑃 )| are ”similar”,

(iii) 𝐴(𝑆(𝑃 ), 𝑌𝑁 (𝑀)) has a representation by an exponential sum.

Let 𝑁1, 𝑁2, 𝜙1, 𝜙2 are the parameters in the definition of 𝑃 . For 𝑟, 𝑠 ∈ Z𝑀 we set
𝑟 = 𝑟

𝑀 , 𝑠 = 𝑠
𝑀 .

Determine

𝑆𝑟,𝑠 :

{︂
𝛽 =

𝛼

𝑀
: 𝛼 ∈ 𝐺𝑀 , 𝑟 < 𝑁(𝛽) 6 𝑟 +

1

𝑀
, 2𝜋𝑠 < arg𝛼 6 2𝜋

(︂
𝑠+

1

𝑀

)︂}︂
. (6)

Put
𝑆(𝑃 ) :=

⋃︁
𝑟,𝑠,

𝑆𝑟,𝑠⊂𝑃

𝑆𝑟,𝑠.

It is obvious that 𝑆(𝑃 ) = 𝑃 (𝑁1, 𝑁2, 𝜓1, 𝜓2), where

𝑁1 = min{ 𝑎
𝑀
, 𝑎 ∈ Z𝑀 : 𝑁1 6

𝑎

𝑀
},

𝑁2 = min{ 𝑏

𝑀
, 𝑏 ∈ Z𝑀 : 𝑁2 6

𝑏

𝑀
},

𝜓1 = min{2𝜋𝑎
𝑀

, 𝑎 ∈ Z𝑀 : 𝜓1 6
2𝜋𝑎

𝑀
},

𝜓2 = min{2𝜋𝑏
𝑀

, 𝑏 ∈ Z𝑀 : 𝜓2 6
2𝜋𝑏

𝑀
}.

We proved the following analogue of the Turan-Erdös-Koksma inequality (see,[3])

Auxiliary arguments.

Theorem 1. Let 𝑀 > 1 be integer. Then for any sequence {𝑦𝑛}, 𝑦𝑛 ∈ 𝐺𝑀 , the
discrepancy 𝐷𝑁 of points {𝑦𝑛

𝑀 } satisfies to inequality

𝐷𝑁 6 2

(︃
1−

(︂
1− 2𝜋

𝑀

)︂2
)︃
+

+
1

𝑀

∑︁
ℎ ∈ 𝐺𝑀

ℎ ̸= 0

min

(︂
1

| sin𝜋ℜℎ|
,

1

| ∼ 𝜋ℑℎ|

)︂
1

𝑁

(︁
|𝑆𝑁 |+𝑂

(︁
𝑁

1
2

)︁)︁
,
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where 𝑆𝑁 =
𝑁−1∑︀
𝑛=0

𝑒𝑀 (ℜ(ℎ𝑦𝑛)).

Proof. By an analogue with the work[2] we infer

𝑅𝑁 (𝑆(𝑃 )) :=
𝐴(𝑆(𝑃 ))

𝑁
− |𝑆(𝑃 )| = 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜒𝑆(𝑃 )(𝑥𝑛)− |𝑆(𝑃 )|, (7)

where 𝑥𝑛 = 𝑦𝑛

𝑀 , 𝜒Δ is the characteristic function of the set Δ.
By the equality

𝜒𝑆𝑟,𝑠
(𝑥) =

∑︁
𝛼∈𝑆𝑟,𝑠

1

𝑀2

∑︁
ℎ∈𝐺𝑀

𝑒𝑀 (ℎ(𝛼− 𝑥))

we get

|𝑅𝑁 (𝑆(𝑃 ))| 6

6
∑︁

0̸=ℎ∈𝐺𝑀

1

𝑀2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑧(𝑟,𝑠)∈𝑆𝑟,𝑠

𝑒𝑀 (−ℜ(ℎ𝑧(𝑟, 𝑠)))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ·
⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑒𝑀 (ℜ(ℎ𝑦𝑛))

⃒⃒⃒⃒
⃒ , (8)

where 𝑧(𝑟, 𝑠) is the complex number such that

𝑁(𝑧(𝑟, 𝑠)) =
𝑟

𝑀
, arg 𝑧(𝑟, 𝑠) =

2𝜋𝑠

𝑀
.

In order to calculate the first inner sum over 𝑆𝑟,𝑠 one needs an estimate of the
sum ∑︁

𝑀

=
∑︁

𝑁1<𝑁(𝜔)<𝑁2,
𝜙1<arg𝜔6𝜙2

𝑒𝑀 (ℜ(ℎ𝜔)), (0 ̸= ℎ ∈ 𝐺𝑀 ). (9)

The sum
∑︀

𝑀 can be considered as asum of coeficients of Dirichlet series for the
Hecke 𝑍-function over the Gaussian field Q(𝑖):

𝑍𝑚(𝑠, 𝛿0, 𝛿1) =
∑︁

0̸=𝜔∈𝐺

𝑒2𝜋𝑖ℜ(𝜔𝛿1)

𝑁(𝜔 + 𝛿0)𝑠
𝑒4𝑚𝑖 arg𝜔, (ℜ𝑠 > 1).

Putting 𝛿0 = 0, 𝛿1 = ℎ
𝑀 , we obtain for any 𝑇 > 1 by a standard way the following

estimates:

∑︁
𝑁(𝜔)6𝑥

𝑒𝑀 (ℎ𝜔) = (𝜙2 − 𝜙1)
∑︁

𝑁(𝜔) 6 𝑥𝑒𝑀 (ℎ𝜔) +𝑂

⎛⎝ 1

𝑇

∑︁
𝑁(𝜔)6𝑥

1

⎞⎠+

+𝑂

⎛⎝(𝜙2 − 𝜙1)

𝑇∑︁
𝑚=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑁(𝜔)6𝑥

𝑒𝑀 (ℎ𝜔)𝑒4𝑚𝑖 arg𝜔

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
⎞⎠ .

(10)

∑︁
𝑁(𝜔)6𝑥

𝑒𝑀 (ℎ𝜔)𝑒4𝑚𝑖 arg𝜔≪𝜀
𝑥

1
2+𝜀

𝑀
1
4

+𝑀
1
2 (|𝑚|+ 3)1+𝜀 (11)
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(for the details, see Chapter 2 of [1], for example).
Next, we have a simple analogue of the estimate of linear exponential sum over 𝐺⃒⃒⃒∑︀

𝑁1<𝑁(𝜔)<𝑁2
22𝜋𝑖ℜ(𝛼𝜔)

⃒⃒⃒
6

6 (𝑁2 −𝑁1)
1
2 min

(︁
(𝑁2 −𝑁1)

1
2 , 1

| sin𝜋ℜ𝛼| ,
1

| sin𝜋ℑ𝛼|

)︁
.

(12)

Now by (6)-(11), putting 𝑇 = 𝑥
2
3 and taking into account that |𝑃 | = 𝜙2−𝜙1

2 (𝑁2−𝑁1),
we obtain our assertion. �

Theorem 1 shows that the estimates of discrepancy are essentially depended on
estimate of the special exponential sum on the sequence of pseudo-random numbers
{𝜔𝑛}.

To construct such estimate we need the following lemmas.

Lemma 1. Let 𝑓(𝑥) = 𝐴1𝑥+𝐴2𝑥
2 + 𝑝(𝐴3𝑥

3 + · · · ) be a polynomial over 𝐺, and
let (𝐴2, 𝑝) = 1. Then, for any 𝐴 ∈ 𝐺, we have

|𝑆(𝑓 ; 𝑝𝑛)| :=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑥∈𝑅*

𝑛

𝑒2𝜋𝑖
𝐴𝑥+𝑓(𝑥−1)

𝑝𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 2𝑝

𝑛
2 ,

where 𝑥−1 denotes the multiplicative inverse of 𝑥 in 𝑅*
𝑛.

Lemma 2. Let {𝑦𝑛} is the sequence of PRN’s generated by the recursion (3)
with conditions (𝑦0, 𝑝) = (𝛼, 𝑝) = 1, 0 < 𝜈𝑝(𝛽) < 𝜈𝑝(𝛾). There exist the polynomials
𝐹0(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝐺0(𝑢, 𝑣, 𝑤) over Z such that for any 𝑘 > 2𝑚+ 1 the relations

𝑦2𝑘 = 𝑘𝛽 + 𝑘𝛼𝛾𝑦−1
0 + (1− 𝑘(𝑘 − 1)𝛼−1𝛽2)𝑦0 + (−𝑘𝛼−1𝛽)𝑦20+

+ (−𝑘𝛼−2𝛾 + 𝑘2𝛼−2𝛽2)𝑦30 + 𝑝𝛼𝐹0(𝑘, 𝑦0, 𝑦
−1
0 ),

(13)

𝑦2𝑘+1 = (𝑘 + 1)𝛽 + (𝛼− 𝑘(𝑘 + 1)𝛽2)𝑦−1
0 + (−𝑘𝛼𝛽)𝑦−2

0 +

+ (−𝑘𝛼2𝛾 + 𝑘2𝛼𝛽2)𝑦−3
0 + (𝑘 + 1)𝛾𝑦0 + 𝑝𝛼𝐺0(𝑘, 𝑦0, 𝑦

−1
0 ),

(14)

where 𝛼 := min (𝜈𝑝(𝛽
3), 𝜈𝑝(𝛽𝛾)); 𝐹0(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝐺0(𝑢, 𝑣, 𝑤) ∈ Z[𝑢, 𝑣, 𝑤], and further-

more, the coefficients of the polynomials 𝐹0, 𝐺0 depend only on 𝛼𝑖, 𝛽𝑖, 𝛾𝑖, (𝛼−1)𝑖,
𝑖 = 1, 2, . . . , 2𝑚+ 1, hold.

Corollary 1. For the sequence {𝑦𝑛} generated by (3) we have

𝑦2𝑘 = 𝑦0 + 𝑘
[︀
𝛽(1− 𝛼−1𝑦20) + 𝛼−1𝛽2𝑦0 + 𝛼𝛾𝑦−1

0 (1− 𝛼−2𝑦40)
]︀
+

+ 𝑘2
[︀
−𝛼−1𝛽2𝑦0(1− 𝛼−1𝑦20)

]︀
+ 𝑝𝛼𝐹0(𝑘, 𝑦0),

𝑦2𝑘+1 = (𝛽 + 𝛾𝑦0 − 𝛼𝑦0) + 𝑘
[︀
𝛽 + 𝛾𝑦0 − 𝛽2𝑦−1 − 𝛼𝛽𝑦−2

0 − 𝛼2𝛾𝑦30
]︀
+

+ 𝑘2
[︀
−𝛽2𝑦−1

0 + 𝛼2𝛽2𝑦30
]︀
+ 𝑝𝛼𝐺0(𝑘, 𝑦0, 𝑦

−1
0 )

where 𝑘 > 2𝑚+ 1, 𝛼 := min (𝜈𝑝(𝛽
3), 𝜈𝑝(𝛽𝛾)), and the coefficients of polynomials 𝐹0,

𝐺0 depend only on 𝛼𝑖, 𝛽𝑖, 𝛾𝑖, (𝛼−1)𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 2𝑚+ 1.

Corollary 2. The maximal period of the sequence of PRN’s {𝑦𝑛} produced by (3)
is equal to 𝜏 = 2𝑝𝑚−𝜈 if and only if 𝑦20 ̸≡ 𝛼 (mod 𝑝).
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Main Results. Having prepared the necessary background presented above, we
can obtain the main result of our paper.

Let {𝑧𝑛} be the sequence produced by the recursion 3. For ℎ ∈ Z, we denote

𝑆𝑁 (ℎ, 𝑧0) :=

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑒2𝜋𝑖
ℎ𝑧𝑛
𝑝𝑚

Theorem 2. Let the linear-inversive congruential sequence generated by the re-
cursion 3 has the period 𝜏 , and let 𝜈𝑝(𝛽) = 𝜈, 𝜈𝑝(𝛼 − 𝑧20) = 𝜈0, 𝜈𝑝(ℎ) = 𝑠 2𝜈 6 𝑚.
Then we have the following bounds

|𝑆𝜏 (ℎ, 𝑧0)| 6

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑂(𝑚) 𝑖𝑓 𝑝 > 2 𝑎𝑛𝑑 𝜈0 < 𝜈, 𝑠 < 𝑚− 𝜈 − 𝜈0

𝑜𝑟 𝑝 = 2, 𝜈0 < 𝜈, 𝜈2(ℎ) < 𝑚− 2𝜈;

4 · 𝑝𝑚+𝑠
2 𝑖𝑓 𝜈0 > 𝜈, 𝑠 < 𝑚− 2𝜈;

𝜏 𝑒𝑙𝑠𝑒.

Proof. Lemma 2 and its corollaries show that the behavior of the exponential
sums on the sequences of PRN’s are identical. Thus we consider the sequence gener-
ated by 3. And without loss of generality we can assume that 𝜏 = 2𝑝𝑚−𝜈 . By the
Corollary 1 we have

|𝑆𝜏 (ℎ, 𝑧0)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜏−1∑︁
𝑛=0

𝑒

(︂
ℎ𝑧𝑛
𝑝𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑝

ℓ−1∑︁
𝑛=0

𝑒

(︂
ℎ𝑧𝑛
𝑝𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒ 6

6

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑝ℓ−1∑︁
𝑘1=0
𝑘=2𝑘1

𝑒

(︂
ℎ𝑧2𝑘1

𝑝𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒+
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑝ℓ−1∑︁

𝑘1=0
𝑘=2𝑘1+1

𝑒

(︂
ℎ𝑧2𝑘1+1

𝑝𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑝

ℓ−1∑︁
𝑘=0

𝑒

(︂
ℎ𝐹 (𝑘)

𝑝𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒+
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑝

ℓ−1∑︁
𝑘=0

𝑒

(︂
ℎ𝐺(𝑘)

𝑝𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒+𝑂(𝑚).

(15)

where

𝑧2𝑘 = 𝐹 (𝑘) := 𝐴0 +𝐴1𝑘 +𝐴2𝑘
2 +𝐴3𝑘

3,

𝑧2𝑘+1 = 𝐺(𝑘) := 𝐵0 +𝐵1𝑘 +𝐵2𝑘
2 +𝐵3𝑘

3,
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with

𝐴0 = 𝐴0(𝑧0) ≡ 𝑧0 (mod 𝑝𝑎)

𝐴1 = 𝐴1(𝑧0) ≡ 𝛽(1− 𝛼−1𝑧20) + 𝛼−1𝛽2𝑧0 + 𝛼𝛾𝑧0
−1(1− 𝛼−2𝑧40) (mod 𝑝𝑎)

𝐴2 = 𝐴2(𝑧0) ≡ −𝛼−1𝛽2𝑧0 + 𝛼−2𝛽2𝑧30 (mod 𝑝𝑎) = −𝛼−1𝛽2𝑧0(1− 𝛼−1𝑧20)

𝐵0 = 𝐵0(𝑧0) ≡ 𝛽 + 𝛼𝑧0
−1 + 𝛾𝑧0 (mod 𝑝𝑎)

𝐵1 = 𝐵1(𝑧0) ≡ 𝛽(1− 𝛼𝑧0
−2)− 𝛽2𝑧0

−1 − 𝑧0𝛾(1− 𝛼2𝑧0
−4) (mod 𝑝𝑎)

𝐵2 = 𝐵2(𝑧0) ≡ −𝛽2𝑧0
−1 + 𝛼𝛽2𝑧0

−3 (mod 𝑝𝑎) = −𝛽2𝑧0
−1(1− 𝛼𝑧0

−2)

𝐴3 = 𝐴3(𝑧0, 𝑘) ≡ 𝐵3(𝑧0, 𝑘) = 𝐵3 ≡ 0 (mod 𝑝𝑎),

where 𝑎 := min
{︀
𝜈𝑝(𝛽

3), 𝜈𝑝(𝛽, 𝛾)
}︀
.

In the last part of the formula (15) we take into account that the representation
𝑧𝑛 as a polynomial on 𝑘 holds only for 𝑘 > 2𝑚+ 1.

Thus by Lemma 2 from[4] we easy obtain

|𝑆𝜏 (ℎ, 𝑧0)| 6

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑂(𝑚) 𝑖𝑓 𝑝 > 2, 𝜈0 < 𝜈, 𝑠 < 𝑚− 𝜈 − 𝜈0,

𝑂(𝑚) 𝑖𝑓 𝑝 = 2, 𝜈0 < 𝜈, 𝜈2(ℎ) < 𝑚− 2𝜈,

4𝑝
𝑚+𝑠

2 𝑖𝑓 𝜈0 > 𝜈, 𝑠 < 𝑚− 2𝜈,

𝜏 𝑒𝑙𝑠𝑒.

The constants implied by the O-symbol are absolute. �

As we said in above, the equidistribution and statistical independency proper-
ties of pseudo-random numbers can be analyzed based on the discrepancy of certain
point sets in the unit s-dimensional ball.

Theorem 3. Let 𝑝 ≡ 3 (mod 4) be a prime number, 𝑧0, 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ 𝐺, 0 6 arg 𝑧0 <
𝜋
2 , 0 6 arg𝛼, arg 𝛽, arg 𝛾 < 𝜋

4 , and let 0 = 𝜈𝑝(𝛼) < 𝜈𝑝(𝛽) < 𝜈𝑝(𝛾), 𝛼 ̸≡ 𝑧20 (mod 𝑝).

Then for the sequence 𝑊𝑘, 𝑊𝑘 = 𝑍𝑘

𝑝 , 𝑍𝑘 = (𝑧𝑘, 𝑧𝑘+1, . . . , 𝑧𝑘+𝑠), 𝑘 = 0, 1, 2, . . .,

where are given by recursion (3) whith period 𝜏 = 2𝑝𝑚−𝜈 , 𝜈 = 𝜈𝑝(𝛽), the discrepancy

𝐷
(𝑠)
𝑁 = (𝑊0,𝑊1, . . . ,𝑊𝑁−1) satisfies inequality

𝐷(𝑠)
𝜏 6 2𝑝−𝑚+2𝜈

(︂
1

𝜋
log 𝑝2(𝑚−𝜈) +

3

5

)︂3

+ 2𝑝−2(𝑚+𝜈).
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Proof. For 𝑠 = 1 we apply the analogical reasoning as in the proof of Theorem
4 [4] and take into account the result from Theorem 2. Then we derive at once our
assertion.

If 𝑠 > 2 we simply get the inequality (see, the proof of Theorem 1 with 𝑀 = 𝑝𝑚

in above)

𝐷
(𝑠)
𝑁 (𝑋0, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑁−1) 6

6
𝑠

𝑝𝑚
+

1

𝑝𝑚

∑︁
ℎ∈𝐺𝑠

𝑝𝑚

ℎ̸=(0,...,0)

𝑠∏︁
𝑖=1

min

(︂
1

| sin𝜋ℜℎ0|
,

1

| sin𝜋ℑℎ𝑖|

)︂
6

6
𝑠

𝑝𝑚
+

1

𝑝𝑚

∑︁
ℎ∈𝐺𝑠

𝑝𝑚

ℎ̸=(0,...,0)

min

(︂
1

| sin𝜋ℜℎ𝑖|
,

1

| sin𝜋ℑℎ𝑖|

)︂
1

𝑁

(︁
|𝑆(𝑠)

𝑁 |+𝑂
(︁
𝑁

1
2

)︁)︁
,

where 𝑆
(𝑠)
𝑁 =

𝑁−1∑︀
𝑛=0

𝑒𝑝𝑚(ℜ
𝑠∑︀

𝑖=1

ℎ𝑖𝑧𝑛+𝑖−1).

Next, following to argument from Theorem 5[4], we derive the assertion of our
theorem for 𝑠 = 2, 3, 4. �

Conclusion. Theorems proved above show that some methods of construction
of nonlinear congruential generators of the pseudo-random real numbers can be used
in problems generating of the complex pseudo-random numbers.
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ТЕМПЕРАТУРНАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ ПРОЦЕССОВ
В ГАЗОВОМ ФАКЕЛЕ И НИЗКОЧАСТОТНЫЙ РЕЖИМ

ПУЛЬСАЦИОННОГО ГОРЕНИЯ

Асланов С. К., Трофiменко М. Ю. Температурна нестiйкiсть процесiв у

газовому факелi i низькочастотний режим пульсацiйного горiння. Вивчає-

ться горiння газового факелу. Знайденi умови, за яких у полум’ї наступає пульсацiйний

режим. Математично вирiшена задача температурної стiйкостi факелу. Встановлена

абсолютна нестiйкiсть, що кiлькiсно пояснює отриманi експериментальнi результати по

низькочастотному режиму пульсацiйного горiння.

Ключовi слова: газовий факел, низькочастотнi пульсацiї, температурна нестiйкiсть.

Асланов С. К., Трофименко М. Ю. Температурная неустойчивость про-

цессов в газовом факеле и низкочастотный режим пульсационного горения.

Изучается горение газового факела. Определены условия, при которых в пламени на-

ступает пульсационный режим. Математически решена задача температурной неустой-

чивости Установлена абсолютная неустойчивость, количественно объясняющая полу-

ченные экспериментальные результаты по низкочастотному режиму пульсационного

горения.

Ключевые слова: газовый факел, низкочастотные пульсации, температурная неустой-

чивость.

Aslanov S. K., Trofimenko M. U. Process temperature instability in a gas

torch and a low frequency pulsation mode of combustion. Combustion of a gas

torch is studied. Conditions are found under which a pulsation regime in the flame is real-

ized. The problem of temperature stability of the torch is solved mathematically. An effect of

absolute instability is revealed that qualitatively explains experimental results relating the

low-frequency regime of pulsation combustion.

Key words: gas flare, low-frequency pulsations, temperature instability.

Введение. Неуправляемое развитие процессов горения опасно механиче-
скими нагрузками для конструкций камер сгорания либо приводит к прекра-
щению горения (потуханию пламени) [1]. Однако контролируемый в заданных
пределах, такой пульсационный режим интенсифицирует процесс горения [2-4],
повышая эффективность и полноту сгорания и улучшая экологическую обста-
новку.

Подавление возникающих пульсаций или поддержание их в заданном интер-
вале параметров требует знания механизма факельного горения газа. Целью дан-
ной работы является экспериментальное выяснение условий возбуждения низко-

c○Асланов С. К., Трофименко М. Ю., 2013
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частотного режима пульсационного горения и создание теории развития темпе-
ратурной неустойчивости в пульсационный режим.

Основные результаты. Нами изучалось горение открытого факела про-
пан-бутановой смеси (пропан 40%, бутан 60%) вертикально установленной горел-
ки с принудительной подачей реагирующих компонентов (окислитель–воздух) в
воздушной атмосфере при нормальных условиях (температура окружающей сре-
ды – 20 0С, давление 768 мм рт.ст.). Измерения проводились на эксперименталь-
ной установке, аналогичной описанной в [5]. Смешение осуществлялось в трубке
горелки, и в сопле горела предварительно приготовленная однородная смесь.

Полученный факел состоит из двух конусов, внешнего и внутреннего, струк-
тура его зависит от соотношения окислитель — горючее в исходной смеси. Усло-
вие возникновения регулярного режима пульсационного горения — формирова-
ние вершины замкнутого внутреннего конуса [6]. С относительным уменьшени-
ем содержания горючего в исходной смеси фронт горения расширяется в зону.
Экспериментально найденные [7] распределения температур вдоль оси симмет-
рии указывают на существование в факеле зоны, близкой к линейным размерам
внутреннего конуса.

Распределения температур в поперечных сечениях на разных расстояниях
от сопла вдоль линии, проходящей через ось симметрии факела, представлены
на рисунке 1. Из них видно, что в зоне горения изменения температуры незна-
чительны. Аналогичные результаты получены и для электрических измерений
[6,8].

Рис. 1. Распределение температур 𝑇 (0𝐶) в горизонтальных сечениях пламени состава

𝑉𝑎(воздух)=5,7 л/мин , 𝑉𝑔(газ)=1 л/мин от расстояния от центра факела 𝑟 (мм) при

удалении от сопла 1 — 8,4 мм, 2 — 13,2 мм, 3 — 21,6 мм

Таким образом, исследуемый факел состоит из двух областей со своей средней
температурой в каждой из них, расположенных одна над другой.

Основой теоретического объяснения возбуждения пульсационного горения
служит анализ устойчивости происходящих процессов. В случае таковых для
газовых факелов первостепенное значение в теоретическом обосновании низко-
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частотных режимов, обнаруженных экспериментально, приобретает доказатель-
ство существования температурной неустойчивости. В силу относительно боль-
шой величины характерного масштаба времени давление в потоке успевает вы-
равниваться. Учитывая слабую искривленность траекторий движения горящих в
факеле частиц газа, можно использовать однородную модель течения в факеле,
что связано с осреднением всех параметров в поперечном сечении.

Сосредоточив главное внимание на математическом анализе поведения неста-
ционарных температурных возмущений, в интересах аналитического решения
задачи об устойчивости придется отказаться от учета возмущений плотности и
скорости. В пользу данного приближенного подхода может свидетельствовать
противоположная направленность влияния возмущений плотности и скорости
на возмущение температуры, что следует из уравнений состояния совершенного
газа и неразрывности. В таком случае описание процессов в каждой из областей
факела (𝑗 = 1, 2) будет базироваться на общем уравнении теплопроводности:

𝜌𝑗𝐴𝑝𝑗

(︂
𝜕𝑇𝑗
𝜕𝑡

+ v𝑗
𝜕𝑇𝑗
𝜕𝑥

)︂
= 𝜆𝑗

𝜕2𝑇𝑗
𝜕𝑥2

+𝑄𝑗 , (1)

где 𝑄 — теплопроводность от химреакций, 𝜆 — коэффициент теплопроводности,
𝑇𝑗 — температура, 𝜌, v — плотность и скорость течения, осредненные поперек
факела, 𝑐𝑝 — теплоемкость при постоянном давлении.

Система координат 𝑥 отождествляется с осью симметрии факела и началом
на границе (𝑥 = 0) между малой областью (𝑗 = 1) главного тепловыделения−𝑙1 6
𝑥 6 0 и большой областью (𝑗 = 2) вторичного теплоподвода 0 6 𝑥 6 𝑙2, так что
𝑙𝑗 есть продольная протяженность участком факела.

Возмущения 𝑇 ′ (𝑥, 𝑡) накладываются на основное стационарное состояние фа-
кела 𝜌0 (𝑥) , v0 (𝑥) , T0 (𝑥), которое подчиняется уравнению

v0
𝑑𝑇0
𝑑𝑥

= 𝜒0
𝑑2𝑇0
𝑑𝑥2

+𝑄,

где 𝜒0 = 𝜆
𝜌0𝑐𝑝

, если предположить, что соответствующие химические реакции

идут до конца как в невозмущенном, так и в возмущенном состоянии. В резуль-
тате для температурных возмущений получается уравнение

𝜕𝑇 ′

𝜕𝑡
+ v0

𝜕𝑇 ′

𝜕𝑥
= 𝜒0

𝜕2𝑇 ′

𝜕𝑥2
(2)

в рамках сделанных выше замечаний относительно возмущений 𝜌′ и v′.
Учитывая плавную экспериментальную зависимость от 𝑥 стационарных функ-

ций 𝜌0, v0, в интересах аналитического упрощения задачи об устойчивости, мож-
но воспользоваться в (2) средними значениями 𝜌0 и v0 вдоль каждой из областей
факела (−𝑙1, 0) и (0, 𝑙2): ⟨𝜌0⟩ = 𝜌𝑗 , ⟨v0⟩ = v𝑗 . Окончательно уравнения теплопере-
носа запишутся следующим образом:

𝜕𝑇 ′
𝑗

𝜕𝑡
+ v𝑗

𝜕𝑇 ′
𝑗

𝜕𝑥
= 𝜒𝑗

𝜕2𝑇 ′

𝜕𝑥2
, (3)

где 𝜒𝑗 =
𝜆𝑗
𝜌𝑗𝑐𝑝𝑗

— коэффициент температуропроводности. Это позволяет предста-

вить возмущения в виде

𝑇 ′
𝑗 = 𝐴

(+)
𝑗 exp

[︁
𝑎
(+)
𝑗 𝑥+ 𝜔𝑡

]︁
+𝐴

(−)
𝑗 exp

[︁
𝑎
(−)
𝑗 𝑥+ 𝜔𝑡

]︁
, (4)
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𝑎
(±)
𝑗 =

v𝑗
2𝜒𝑗

(︃
1±

√︂
1− 4

𝜔

v2𝑗
𝜒𝑗

)︃
с подлежащим определению собственным значением задачи 𝜔. Удерживая в раз-
ложении квадратного корня по малому параметру

(︀
𝜔𝜒
⧸︀
v2
)︀
два члена, будем

иметь
𝑎
(+)
𝑗 =

v𝑗
𝜒𝑗

+
𝜔

v𝑗
, 𝑎

(−)
𝑗 = − 𝜔

v𝑗
, (5)

поскольку 𝜔 ∼ 102Гц, v𝑗 ∼ 102 см/с, 𝜒𝑗 ≈ 0, 15 см2/с.
Для возникающей краевой задачи с сопряженными областями факела необ-

ходимы четыре граничных условия. Температурные возмущения среды, возни-
кающие из-за случайных причин внутри процессов сгорания в каждой из двух
областей факела, будут взаимодействовать с их внутренней тепловой структурой,
соответствующим образом определяя возмущенный характер последней. Это, в
конечном итоге, вызывает приращение глобального перепада температур вдоль
каждого из участков факела в целом (внутреннего и наружного). С другой сто-
роны, такое суммарное изменение перепада температур всего факела как целого
приводит к локальной перестройке его тепловой структуры, образованной возму-
щениями. Это порождает для каждой зоны факела свою обратную связь, количе-
ственное описание механизма которой можно осуществить следующим простым
интегральным способом подобно тому, как было сделано для изменения скорости
горения при исследовании устойчивости нормального пламени [9].

Указанное приращение глобального перепада температур происходит в ре-
зультате суммирования по протяженности факела местных температурных при-
ращений 𝑑𝑇𝑗 =

𝜕𝑇𝑗

𝜕𝑥 𝑑𝑥. Накапливаясь вдоль всей области факела в течение про-
межутка времени 𝜏𝑗 пока движущаяся по своей траектории частица горящей
смеси преодолевает эту область, данные локальные приращения температуры
порождают изменение глобального перепада температур во всем факеле. Возни-
кающее приращение глобального перепада, в свою очередь, влияет на развитие
указанного накапливания возмущений температуры, формируя положительную
обратную связь. Таким образом, указанные перепады температур могут быть
выражены следующими интегралами вдоль траектории элементарных частиц:
𝑥 = v𝑗 (𝑡

′ − 𝑡) для каждой области факела соответственно:

𝑇
′

1

⃒⃒⃒
𝑥=0

− 𝑇
′

1

⃒⃒⃒
𝑥=−𝑙1

= v1

𝑡∫︁
𝑡−𝜏1

𝜕𝑇
′

1

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=v1(𝑡′−𝑡)

𝑑𝑡′,

𝑇
′

2

⃒⃒⃒
𝑥=𝑙2

− 𝑇
′

2

⃒⃒⃒
𝑥=0

= v1

𝑡+𝜏2∫︁
𝑡

𝜕𝑇
′

2

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=v2(𝑡′−𝑡)

𝑑𝑡′.

(6)

Здесь 𝑙𝑗 = v𝑗𝜏𝑗 , 𝜏𝑗 — характерное время пребывания горящей частицы в данной
зоне факела (𝑗 = 1, 2).

На границе между областями факела 𝑥 = 0 должна соблюдаться непрерыв-

ность потока энергии. Возмущением кинетической энергии
(︁

v2

2

)︁′

= vv′ = v2
(︁

v′

v

)︁
можно пренебречь по сравнению с тепловыми возмущениями, так как в случае
факела v2 ≪ 𝑐𝑝𝑇 — теплосодержание газа ∼ квадрату скорости звука. Поэтому
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остается непрерывность теплового потока на границе области факела 𝑥 = 0 в
виде

𝑇 ′
1 −

𝜒1

v1

𝜕𝑇
′

1

𝜕𝑥
= 𝐶

(︃
𝑇

′

2 −
𝜒2

v2

𝜕𝑇
′

2

𝜕𝑥

)︃
, 𝐶 =

𝑐𝑝2
𝑐𝑝1

. (7)

Поскольку решается задача о внутренней температурной устойчивости про-
цессов в факеле, должны быть исключены возмущения, приходящие извне, т. е.
на входе в основание факела следует потребовать

𝑇 ′
1 = 0, (8)

при 𝑥 = −𝑙1, что замыкает поставленную краевую задачу (6)–(8) для уравне-
ния (3).

Подставляя решения (4), (5) в эти условия, приходим к следующей системе

четырех однородных линейных уравнений для 𝐴
(±)
𝑗 :

𝐷1𝐴
(+)
1 + exp

(︂
𝜔
𝑙1
v1

)︂
𝐴

(−)
1 = 0,

−𝜒1

v21
𝜔𝐴

(+)
1 +

(︂
1 +

𝜒1

v21
𝜔

)︂
𝐴

(−)
1 +

𝜒2

v22
𝜔𝐴

(+)
2 −

(︂
1 +

𝜒2

v22
𝜔

)︂
𝐴

(−)
2 = 0,

(𝐵1 − 1)𝐴
(+)
1 −

(︂
1 +

𝑙1
v1
𝜔

)︂
𝐴

(−)
1 = 0,

(1−𝐵2 −𝐷2)𝐴
(+)
2 +

{︂
1−

[︂
𝑙2
v2
𝜔 + exp

(︂
− 𝑙2
v2
𝜔

)︂]︂}︂
𝐴

(−)
2 = 0,

𝐵𝑗 =
1 +

𝜒𝑗

v2
𝑗
𝜔

1 + 2
𝜒𝑗

v2
𝑗
𝜔

{︃
1− exp

[︃
(−1)

𝑗

(︃
v2𝑗
𝜒𝑗

+ 2𝜔

)︃
𝑙𝑗
v𝑗

]︃}︃
,

𝐷𝑗 = exp

[︂
(−1)

𝑗

(︂
v𝑗
𝜒𝑗

+ 𝜔

)︂
𝑙𝑗
v𝑗

]︂
,

с определителем 4-го порядка, который после раскрытия выражается в виде:

Δ = 𝐶𝜔

(︂
1 +

𝜒2

v22
𝜔

)︂
Δ1Δ2. (9)

Приравнивая его к нулю, получаем характеристическое уравнение для опре-

деления собственного значения 𝜔 с устойчивыми корнями: 𝜔 = 0 и 𝜔 = − v2
2

𝜒2
, не

представляющими интереса. Остальные корни содержаться в Δ1 = 0 и Δ2 = 0,
которые представляют собой квазимногочлены [10] и окончательно представля-
ются соответственно

2 +

(︂
𝑙1
v1

+ 3
𝜒1

v21

)︂
𝜔 + 2

𝑙1𝜒1

v31
𝜔2 +

𝜒1

v21
𝜔 exp

(︂
3
𝑙1
v1
𝜔

)︂
= 0, (10)
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1 +

𝜒2

v22
𝜔

)︂2

exp

[︂(︂
v22
𝜒2

+ 3𝜔

)︂
𝑙2
v2

]︂
−
(︂
1 + 3

𝜒2

v22
𝜔 + 2

𝜒2𝑙2
v32

𝜔2

)︂
×

× exp

[︂(︂
v22
𝜒2

+ 2𝜔

)︂
𝑙2
v2

]︂
+

(︂
2
𝜒2

v22
𝜔 + 2

𝜒2
2

v42
𝜔2−

− 2
𝜒2
2𝑙2
v52

𝜔3

)︂
exp

(︂
𝑙2
v2
𝜔

)︂
− 𝜒2

v22
𝜔 − 2

𝜒2
2

v42
𝜔 2 = 0.

(11)

Введя безразмерное собственное значение 𝑧1 = 3
(︁

𝑙1
v1

)︁
𝜔, запишем (10) в виде

𝑏0𝑧1 exp 𝑧1 + 𝑏1𝑧
2
1 + 𝑏2𝑧1 + 𝑏3 = 0, (12)

что непосредственно позволяет сделать вывод об отсутствии главного члена в
квазимногочлене (12), каковым является такой член 𝑧𝑠 exp (𝑟𝑧), у которого 𝑟 и 𝑠
одновременно принимают наибольшие значения по сравнению со всеми осталь-
ными [10].

Введя другое собственное значение 𝑧2 =
(︁

𝑙2
v2

)︁
𝜔, приводим (11) к аналогич-

ному виду (︀
𝑑0𝑧

2
2 + 𝑑1𝑧2 + 𝑑2

)︀
exp (3𝑧2)+

+
(︀
𝑑4𝑧

3
2 + 𝑑5𝑧

2
2 + 𝑑6𝑧2

)︀
exp 𝑧2 + 𝑑7𝑧

2
2 + 𝑑8𝑧2 = 0,

(13)

что также позволяет убедиться в отсутствии главного члена. В таком случае по
теореме Л. С. Понтрягина [10] оба квазимногочлена (12), (13) будут неустойчи-
выми, т. е. среди их корней всегда есть корни с положительной действительной
частью Re𝑧 > 0, что будет свидетельствовать о нарастании амплитуды темпера-
турных возмущений в факеле со временем. Мнимая часть этих корней дает пред-
ставление о частоте развивающихся температурных колебаний в газовом факеле.
Как следует из 𝑧1 и 𝑧2, имеют место два частотных диапазона в соответствии с

оценками 𝜔1 ∼
(︁

v1

𝑙1

)︁
и 𝜔2 ∼

(︁
v2

𝑙2

)︁
, которые определяются характерными време-

нами 𝜏1 и 𝜏2пребывания горящей смеси в соответствующей области факела.
Экспериментально оптические пульсации пламени наблюдались в работе [5]

и регистрируются фотодиодом с выводом потом сигнала на экран осциллографа.
Сам факел фотографируется. Анализируя осциллограммы, можно найти часто-
ты пульсации, а по фотографиям сделать заключения о структуре факела (раз-
меры, соотношения между областями и их форма). Учитывая, что в горючей
смеси основное содержание составляет воздух (96%), значительная часть кото-
рого не подвергается химическим превращениям, можно сказать, что изменение
плотности смеси определяется ее нагревом. Из закона сохранения массы можно
определить скорость потока в факеле:

v1 =
𝜌0v0𝜎0
𝜌1𝜎1

,

где v1 — скорость потока в нижней области факела, v0 — скорость потока в
сопле горелки (110 см/с), определенная по показателям ротаметров, 𝜌0 — средняя

плотность воздуха при 20∘С и атмосферном давлении, 𝜌1 =
0, 001293

(1 + 0, 000367)𝑇
—

средняя плотность воздуха при температуре 𝑇 в нижней области факела, 𝜎0 —
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площадь сечения сопла горелки (0,95 см2), 𝜎1 — площадь сечения нижней области
конуса, определенная по фотографии (2,83 см2):

v1 = 135 см/с.

Находя из фотографии протяженность вдоль оси симметрии нижней области
факела 𝑙 = 1, 7 см, мы можем определить частоту пульсации в нижней области
факела, равную 79 Гц. Аналогичные расчеты для верхней области факела дают
26 Гц.

Полученные после обработки осциллограмм значения частот составляют 75 Гц
и 24 Гц в нижней и верхней областях факела соответственно. Таким образом, экс-
периментальные данные хорошо согласуются с теоретическими оценками.

Заключение. При определенном соотношении окислитель—горючее в ис-
ходной смеси происходит формирование замкнутого внутреннего конуса (и, в
частности, его вершины), что является условием для возникновения низкоча-
стотных пульсаций в пламени. Дальнейшее уменьшение относительного содер-
жания горючего в смеси приводит к образованию двух областей, расположенных
одна над другой, с уплощенной границей между ними в факеле. Математически
доказано, что температурные возмущения в областях с характерной для каждой
области частотой (Im 𝜔) имеют абсолютно неустойчивый характер. Полученные
теоретические выводы хорошо подтверждаются результатами эксперимента.
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АНАЛIТИЧНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ПЛОСКОЇ ЗАДАЧI
ПРО КОГЕЗIЙНУ ЗОНУ ПЕРЕДРУЙНУВАННЯ

У З’ЄДНУВАЛЬНОМУ МАТЕРIАЛI БIЛЯ ВЕРШИНИ
МIЖФАЗНОЇ ТРIЩИНИ

Дудик М. В. Аналiтичний розв’язок плоскої задачi про когезiйну зону

передруйнування у з’єднувальному матерiалi бiля вершини мiжфазної трi-

щини. Дано аналiтичний розв’язок задачi про розрахунок в умовах плоскої деформацiї

когезiйної зони передруйнування у з’єднувальному матерiалi в кiнцi трiщини, розташо-

ваної на плоскiй межi подiлу двох рiзних однорiдних iзотропних матерiалiв. Зона моде-

люється лiнiєю розриву перемiщення, на якiй напруження задовольняють квадратичнiй

умовi пластичностi. За допомогою iнтегрального перетворення Меллiна задача зведена

до матричного рiвняння Вiнера–Хопфа, яке розв’язане за формулами Храпкова. Отри-

манi рiвняння для визначення довжини когезiйної зони i фазового кута змiшування мод

навантаження в зонi та вирази для розкриття трiщини в її вершинi. Виконано числове

дослiдження параметрiв зони передруйнування.

Ключовi слова: мiжфазна трiщина, зона передруйнування, когезiйна модель.

Дудик М. В. Аналитическое решение плоской задачи о когезионной зоне

предразрушения в связующем материале вблизи вершины межфазной тре-

щины. Дано аналитическое решение задачи о расчете в условиях плоской дефор-

мации когезионной зоны предразрушения в связующем материале в конце трещины,

расположенной на плоской границе раздела двух различных однородных изотропных

материалов. Зона моделируется линией разрыва смещения, на которой напряжения удо-

влетворяют квадратичному условию пластичности. С помощью интегрального преоб-

разования Меллина задача сведена к матричному уравнению Винера–Хопфа, которое

решено по формулам Храпкова. Получены уравнения для определения длины когези-

онной зоны и фазового угла смешивания мод нагрузки в зоне, а также выражения для

вычисления раскрытия трещины в ее вершине. Выполнен числовой анализ параметров

зоны предразрушения.

Ключевые слова: межфазная трещина, зона предразрушения, когезионная модель.

Dudyk M. V. Analytical solution of the plane problem on the cohesive pre-

fracture zone in conjunctive material near the tip of the interfacial crack. The

analytical solution of the problem of calculation under the plain strain conditions of a co-

hesive prefracture zone in the conjunctive material at the end of the crack on the interface

of two different homogeneous isotropic materials is presented. The zone is modeled by the

discontinuity line of displacement, on which the tensions meet the quadratic condition of

plasticity. By the Mellin integral transformation the problem is taken to the Wiener-Hopf

matrix equation, which is solved by the Khrapkov formulas. The equations for the deter-

mination of a cohesive zone length and the phase angle of mode mixity in the zone, and

some expressions for the calculation of crack opening in its tip are obtained. The numerical

c○М. В. Дудик, 2013
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analysis of the prefracture zone parameters is executed.

Key words: interfacial crack, prefracture zone, cohesive model.

Вступ. Поширення трiщини по межi подiлу з’єднаних матерiалiв є однiєю
з найiмовiрнiших причин руйнування композитiв. Цьому процесу передує утво-
рення бiля вершини мiжфазної трiщини зони передруйнування, в якiй матерiал
внаслiдок пiдвищеного рiвня напружень виходить за межу пружностi.

На початковому етапi розвитку зона передруйнування може бути ефективно
описана в рамках моделi Леонова–Панасюка–Дагдейла [1], що подає зону лiнiєю
розриву перемiщення, на якiй задана деяка умова переходу матерiалу в перед-
руйнiвний стан. Зокрема, у випадку крихкого матерiалу в зонi передруйнування
переважають вiдривнi деформацiї, тому вона моделюється лiнiєю розриву нор-
мального перемiщення, на якiй нормальне напруження дорiвнює опору вiдриву
матерiалу [2]. Для пластичного матерiалу зону передруйнування моделюють лiнi-
єю, на якiй зазнає стрибка дотичне перемiщення, а дотичне напруження дорiвнює
межi текучостi матерiалу. Такi моделi бiльш прийнятнi для опису бiчних зон у
одному iз з’єднаних матерiалiв [3-7], оскiльки їх орiєнтацiя при використаннi рiз-
них критерiїв вибору напрямку поширення виявляється близькою до напрямкiв
максимуму вiдривних нормальних або дотичних напружень, в яких переважа-
ють вiдповiднi деформацiї (в залежностi вiд властивостей матерiалу). Проте у
випадку мiжфазної зони передруйнування немає притаманної бiчним зонам ва-
рiативностi орiєнтацiї, i оскiльки через вiдсутнiсть симетрiї в полi напружень
бiля вершини трiщини зазвичай наявнi I i II моди, це вимагає брати до уваги
у побудовi її моделi стрибки як вiдривних, так i зсувних деформацiй. Такi ефе-
кти врахованi в когезiйнiй моделi мiжфазної трiщини, що стрiмко розвивалась
впродовж останнiх двох десятилiть [8-14], i в деяких iнших моделях [15, 16].

В когезiйнiй моделi вводиться певна потенцiальна функцiя, яка визначає зв’я-
зок напружень зi стрибками перемiщення. Складнiсть визначальних рiвнянь у
когезiйнiй зонi призвела до того, що їх розв’язання здiйснюється головним чи-
ном числовими методами.

В данiй роботi виконано аналiтичний розрахунок мiжфазної зони передруй-
нування в рамках моделi Леонова–Панасюка–Дагдейла з використанням для на-
пружень притаманної когезiйнiй моделi квадратичної умови передруйнування.
Задача зведена до матричного рiвняння Вiнера–Хопфа, яке розв’язано за до-
помогою формул Храпкова. Знайдено рiвняння для визначення довжини зони
передруйнування, фазового кута навантаження в нiй та розкриття трiщини в її
вершинi.

Основнi результати.

1. Постановка задачi
В умовах плоскої деформацiї розглянемо задачу про визначення початкової

зони передруйнування у з’єднувальному матерiалi бiля вершини мiжфазної трi-
щини, розташованої на плоскiй межi подiлу двох пружних однорiдних iзотропних
матерiалiв з модулями Юнґа 𝐸1, 𝐸2 i коефiцiєнтами Пуассона 𝜈1, 𝜈2. Нехтуючи
товщиною з’єднувального прошарку, моделюватимемо зону лiнiєю розриву пе-
ремiщення, на якiй у вiдповiдностi з когезiйною моделлю нормальне i дотичне
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напруження задовольняють умову [14](︂
𝜎𝜃
𝜎0

)︂2

+

(︂
𝜏𝑟𝜃
𝜏0

)︂2

= 1, (1)

де 𝜎0, 𝜏0 – опори вiдриву та зсуву з’єднувального матерiалу, що експериментально
визначаються як середнi значення нормального i дотичного напружень у зонi при
вiдповiднiй модi навантаження однорiдного матерiалу.

,E

O

r

l

1 1,E

2 2,E

ν

ν

θ

Рис. 1.

На початку розвитку довжина зони передруйнування 𝑙 значно менша вiд дов-
жини трiщини 𝐿 та всiх iнших розмiрiв тiла, i оскiльки напружено-деформований
стан дослiджується в околi зони, то вихiдна задача зводиться до задачi про лi-
нiю розриву скiнченної довжини, що поширюється з вершини пiвнескiнченної
мiжфазної трiщини по межi подiлу двох пружних пiвплощин (рис. 1). На не-
скiнченостi формулюється умова можливостi зшивання на вiдстанях 𝑙 ≪ 𝑟 ≪ 𝐿
шуканого розв’язку з розв’язком аналогiчної задачi теорiї пружностi без лiнiї
розриву, який вiдомий з робiт [17-20] i характеризується просторовими осциляцi-
ями перемiщень i напружень при наближеннi до вершини трiщини. Враховуючи
умову (1) та вважаючи береги трiщини вiльними вiд напружень, проходимо до
статичної крайової задачi теорiї пружностi з граничними умовами

𝜃 = −𝜋
⋃︁
𝜋 : 𝜎𝜃 = 𝜏𝑟𝜃 = 0; (2)

𝜃 = 0 : ⟨𝜎𝜃⟩ = ⟨𝜏𝑟𝜃⟩ = 0; (3)

𝜃 = 0, 𝑟 < 𝑙 : 𝜎𝜃 = 𝜎0 cos𝜓(𝑟), 𝜏𝑟𝜃 = 𝜏0 sin𝜓(𝑟);

𝜃 = 0, 𝑟 > 𝑙 : ⟨𝑢𝜃⟩ = ⟨𝑢𝑟⟩ = 0; (4)

𝜃 = 0, 𝑟 → ∞ : 𝜎𝜃 ∼ 𝐶1𝑟
− 1

2+𝑖𝜔 + 𝐶1𝑟
− 1

2−𝑖𝜔, 𝜏𝑟𝜃 ∼ 𝐶2𝑟
− 1

2+𝑖𝜔 + 𝐶2𝑟
− 1

2−𝑖𝜔, (5)

де ⟨𝑓⟩ позначає стрибок величини 𝑓 ; 𝜓(𝑟) — фазовий кут напруження в зонi
передруйнування, який в подальшому через малiсть її розмiрiв i для спрощення
розв’язання задачi вважатимемо сталим i рiвним його середньому значенню 𝜓;

𝐶1 = 𝑒′𝐾𝐿−𝑖𝜔, 𝐶2 = −𝑖𝐶1, 𝐾 = 𝐾𝐼 + 𝑖𝐾𝐼𝐼 ;

риска над 𝐶1 i 𝐶2 означає комплексне спряження; 𝐾 — комплексний коефiцiєнт
напружень [20];

𝑒′ =
1√︀

8𝜋 · (1− 𝛽2)
, 𝜔 =

1

2𝜋
ln

1− 𝛽

1 + 𝛽
, 𝛽 =

(1 + 𝑒𝜅2)− (𝑒+ 𝜅1)

(1 + 𝑒𝜅2) + (𝑒+ 𝜅1)
;
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𝑒 =
𝐸1

𝐸2

1 + 𝜈2
1 + 𝜈1

, 𝜅1(2) = 3− 4𝜈1(2).

Передбачається виконання умови cos𝜓 > 0, необхiдної для вiдривного характеру
нормального напруження в зонi передруйнування.

Розв’язок сформульованої крайової задачi будемо шукати у виглядi суми на-
ступних двох задач. Перша вiдрiзняється вiд неї тим, що замiсть першої пари
умов в (4) використовуємо умови

𝜃 = 0, 𝑟 < 𝑙 : 𝜎𝜃 = 𝜎0 cos𝜓 − 𝐶1𝑟
− 1

2+𝑖𝜔 − 𝐶1𝑟
− 1

2−𝑖𝜔, 𝜏𝑟𝜃 =

𝜏0 sin𝜓 − 𝐶2𝑟
− 1

2+𝑖𝜔 − 𝐶2𝑟
− 1

2−𝑖𝜔,
(6)

а на нескiнченостi напруження спадають як 𝑜(1/𝑟). Друга задача — аналогiчна
задача без лiнiї розриву, розв’язок якої вiдомий [17-20], тому завдання полягає у
розв’язаннi першої задачi.

2. Розв’язання задачi
Для побудови розв’язку застосуємо iнтегральне перетворення Меллiна

𝑓*(𝑝, 𝜃) =

∞∫︁
0

𝑓(𝑟, 𝜃)𝑟𝑝𝑑𝑟

до рiвнянь рiвноваги, умови сумiсностi деформацiй, закону Гука i граничних
умов (2-3). Врахувавши умови (6) i другу пару умов (4), прийдемо до матричного
рiвняння Вiнера–Хопфа першої задачi у смузi −𝜀1 < Re𝑝 < 𝜀2 (𝜀1, 𝜀2 — достатньо
малi додатнi числа), що мiстить уявну вiсь:

Φ+(𝑝) + F(𝑝) = −𝐴𝑡𝑔𝑝𝜋𝐺(𝑝)Q(𝑝)Φ−(𝑝), (7)

(︂
Φ+

1 (𝑝)
Φ+

2 (𝑝)

)︂
=

∞∫︁
1

(︂
𝜎𝜃(𝜌𝑙, 0)
𝜏𝑟𝜃(𝜌𝑙, 0)

)︂
𝜌𝑝𝑑𝜌,

(︂
Φ−

1 (𝑝)
Φ−

2 (𝑝)

)︂
=

𝐸1

4(1− 𝜈21)

1∫︁
0

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑢𝜃
𝑢𝑟

)︂
𝑟=𝜌𝑙

𝜌𝑝𝑑𝜌,

F(𝑝) =

(︂
𝐹1(𝑝)
𝐹2(𝑝)

)︂
,

𝐹1(𝑝) =
𝜎0 cos𝜓

𝑝+ 1
− 𝐶1𝑟

− 1
2+𝑖𝜔

𝑝+ 1
2 + 𝑖𝜔

− 𝐶1𝑟
− 1

2−𝑖𝜔

𝑝+ 1
2 − 𝑖𝜔

, 𝐹2(𝑝) =
𝜏0 sin𝜓

𝑝+ 1
− 𝐶2𝑟

− 1
2+𝑖𝜔

𝑝+ 1
2 + 𝑖𝜔

− 𝐶2𝑟
− 1

2−𝑖𝜔

𝑝+ 1
2 − 𝑖𝜔

,

𝐺(𝑝) =
4(𝑒+ 𝜅1)(1 + 𝑒𝜅2) cos

2 𝑝𝜋

(𝑒+ 𝜅1)2 + (1 + 𝑒𝜅2)2 + 2(𝑒+ 𝜅1)(1 + 𝑒𝜅2) cos 2𝑝𝜋
,

Q(𝑝) = I+ 𝑔(𝑝)J,J =

(︂
0 −𝑖
𝑖 0

)︂
,

де I — одинична матриця, 𝑔(𝑝) = 𝑖𝛽𝑡𝑔𝑝𝜋, а матриця J володiє необхiдною для
факторизацiї властивiстю J2 = I.
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Матричний коефiцiєнт рiвняння (7) вiдноситься до типу, розглянутого Храп-
ковим [21, 22], i може бути факторизований за формулами:

Q(𝑝) = Q+(𝑝)Q−(𝑝) (Re𝑝 = 0), Q±(𝑝) = 𝑟±(𝑝)
[︀
𝑐ℎ𝜃±(𝑝)I+ 𝑠ℎ𝜃±(𝑝)J

]︀
,

де елементи матриць Q+(𝑝) i Q−(𝑝) аналiтичнi у пiвплощинах Re𝑝 < 0 i Re𝑝 > 0
вiдповiдно. Функцiї 𝑟±(𝑝) i 𝜃±(𝑝) задовольняють скалярним функцiональним рiв-
нянням

𝑟+(𝑝)𝑟−(𝑝) =
√︀

1− 𝑔2(𝑝), 𝜃+(𝑝) + 𝜃−(𝑝) = 𝑎𝑟𝑡ℎ𝑔(𝑝) (𝑅𝑒𝑝 = 0),

якi мають розв’язки [23]:

𝑟±(𝑝) =
(︀
1− 𝛽2

)︀1/4
exp

[︂
∓ 1

4𝜋

∫︁ ∞

−∞

ln𝐻1(𝑡)

𝑖𝑡− 𝑝
𝑑𝑡

]︂
, 𝐻1(𝑡) =

1− 𝛽2𝑡ℎ2𝜋𝑡

1− 𝛽2
,

𝜃±(𝑝) =
±𝑝
2𝜋

∫︁ ∞

−∞

ln𝐻2(𝑡)

𝑡+ 𝑖𝑝
𝑑𝑡, 𝐻2(𝑡) =

𝑎𝑟𝑡ℎ(𝛽 · 𝑡ℎ𝜋𝑡)
𝑡

.

Скалярнi коефiцiєнти рiвняння (7) факторизуються за формулами [23, 24]:

𝐺(𝑝) =
𝐺+(𝑝)

𝐺−(𝑝)
(𝑅𝑒𝑝 = 0) , exp

[︂
1

2𝜋𝑖

∫︁ +𝑖∞

−𝑖∞

ln𝐺(𝑧)

𝑧 − 𝑝
𝑑𝑧

]︂
=

{︂
𝐺+(𝑝), 𝑅𝑒𝑝 < 0,
𝐺−(𝑝), 𝑅𝑒𝑝 > 0;

𝑡𝑔𝑝𝜋 =
𝑝

𝐾+(𝑝)𝐾−(𝑝)
, 𝐾±(𝑝) =

Γ(1∓ 𝑝)

Γ( 12 ∓ 𝑝)

(Γ(𝑧) – гамма-функцiя Ейлера). Це дозволяє переписати рiвняння Вiнера–Хопфа
(7) у виглядi:

𝐾+(𝑝)

𝑝𝐺+(𝑝)
Q̃+(𝑝)(Φ+(𝑝) + F(𝑝)) = − 𝐴

𝐾−(𝑝)𝐺−(𝑝)
Q−(𝑝)Φ−(𝑝) (𝑅𝑒𝑝 = 0), (8)

де Q̃+(𝑝) — обернена до Q+(𝑝) матриця:

Q̃+(𝑝) = [Q+(𝑝)]−1 =
[︀
𝑟+(𝑝)

]︀−1 [︀
𝑐ℎ𝜃+(𝑝)I− 𝑠ℎ𝜃+(𝑝)J

]︀
.

Розщепивши другий доданок в (8) за формулою

𝐾+(𝑝)

𝑝𝐺+(𝑝)
Q̃+(𝑝)F(𝑝) = F̃+(𝑝)− F̃−(𝑝),

F̃+(𝑝) =
1

𝑝+ 1

[︃
𝐾+(𝑝)Q̃+(𝑝)

𝑝𝐺+(𝑝)
+
𝐾+(−1)Q̃+(−1)

𝐺+(−1)

]︃(︂
𝜎0 cos𝜓
𝜏0 sin𝜓

)︂
−

− 𝑙−
1
2+𝑖𝜔

𝑝+ 1
2 + 𝑖𝜔

[︃
𝐾+(𝑝)Q̃+(𝑝)

𝑝𝐺+(𝑝)
+
𝐾+(− 1

2 − 𝑖𝜔)Q̃+(− 1
2 − 𝑖𝜔)

( 12 + 𝑖𝜔)𝐺+(− 1
2 − 𝑖𝜔)

]︃(︂
𝐶1

𝐶2

)︂
−

− 𝑙−
1
2−𝑖𝜔

𝑝+ 1
2 − 𝑖𝜔

[︃
𝐾+(𝑝)Q̃+(𝑝)

𝑝𝐺+(𝑝)
+
𝐾+(− 1

2 − 𝑖𝜔)Q̃+(− 1
2 − 𝑖𝜔)

( 12 − 𝑖𝜔)𝐺+(− 1
2 − 𝑖𝜔)

]︃(︂
𝐶1

𝐶2

)︂
,



Аналiтичний розв’язок плоскої задачi про когезiйну зону передруйнування 89

F̃−(𝑝) =
1

𝑝+ 1

𝐾+(−1)Q̃+(−1)

𝐺+(−1)

(︂
𝜎0 cos𝜓
𝜏0 sin𝜓

)︂
− 𝑙−

1
2+𝑖𝜔

𝑝+ 1
2 + 𝑖𝜔

×

×
𝐾+(− 1

2 − 𝑖𝜔)Q̃+(− 1
2 − 𝑖𝜔)

( 12 + 𝑖𝜔)𝐺+(− 1
2 − 𝑖𝜔)

(︂
𝐶1

𝐶2

)︂
−

− 𝑙−
1
2−𝑖𝜔

𝑝+ 1
2 − 𝑖𝜔

𝐾+(− 1
2 − 𝑖𝜔)Q̃+(− 1

2 − 𝑖𝜔)

( 12 − 𝑖𝜔)𝐺+(− 1
2 − 𝑖𝜔)

(︂
𝐶1

𝐶2

)︂
,

отримаємо замiсть (8) рiвняння

𝐾+(𝑝)

𝑝𝐺+(𝑝)
Q̃+(𝑝)Φ+(𝑝)+F̃+(𝑝) = − 𝐴

𝐾−(𝑝)𝐺−(𝑝)
Q−(𝑝)Φ−(𝑝)+F̃−(𝑝), (Re𝑝 = 0). (9)

Лiва частина рiвняння (9) аналiтична у пiвплощинi 𝑅𝑒𝑝 < 0, а права — у
пiвплощинi 𝑅𝑒𝑝 > 0. Тодi, у вiдповiдностi з принципом аналiтичного продовже-
ння, повинна iснувати єдина функцiя, аналiтична у всiй комплекснiй площинi,
яка дорiвнює лiвiй i правiй частинi цього рiвняння у вiдповiдних пiвплощинах.

Враховуючи особливостi поведiнки напружень i перемiщень бiля вершини
мiжфазної зони передруйнування, за теоремою абелевого типу знаходимо асим-
птотики:

Φ+
1 (𝑝) ∼

(𝜅1 + 𝑒) + (1 + 𝑒𝜅2)

2(𝑒+ 𝜅1)
· 𝑘1√

−2𝑝𝑙
, Φ+

2 (𝑝) ∼
(𝜅1 + 𝑒) + (1 + 𝑒𝜅2)

2(1 + 𝜅1)
· 𝑘2√

−2𝑝𝑙
,

Φ−
1 (𝑝) ∼ −1 + 𝑒𝜅2

1 + 𝜅1
· 𝑘1√

2𝑝𝑙
, Φ−

2 (𝑝) ∼ − (𝜅1 + 𝑒)(1 + 𝑒𝜅2)

(1 + 𝜅1)2
· 𝑘2√

2𝑝𝑙
(𝑝→ ∞), (10)

де 𝑘1, 𝑘2 — коефiцiєнти iнтенсивностi напружень в кiнцi зони. Взявши також
до уваги обмеженiсть на нескiнченостi функцiй 𝐺±(𝑝)i Q±(𝑝) та асимптотики
𝐾+(𝑝) ∼

√
−𝑝 (𝑝→ ∞, 𝑅𝑒𝑝 < 1/2) i𝐾−(𝑝) ∼ √

𝑝 (𝑝→ ∞, 𝑅𝑒𝑝 > −1/2), доходимо
висновку, що лiва i права частини рiвняння (9) прямують до нуля при 𝑝 → ∞.
Тому за теоремою Лiувiлля єдина аналiтична функцiя тотожно дорiвнює нулю у
всiй комплекснiй площинi, що дозволяє знайти точний розв’язок рiвняння (9):

Φ+(𝑝) = −𝑝𝐺
+(𝑝)

𝐾+(𝑝)
Q+(𝑝)F̃+(𝑝),Φ−(𝑝) =

𝐾−(𝑝)𝐺−(𝑝)

𝐴
Q̃−(𝑝)F̃−(𝑝), (11)

де Q̃−(𝑝) = [Q−(𝑝)]
−1
.

3. Визначення параметрiв зони передруйнування
Порiвнюючи асимптотики розв’язкiв (11) при 𝑝 → ∞ з (10), знаходимо кое-

фiцiєнти iнтенсивностi напружень в кiнцi лiнiї розриву:

𝑘1 = − (1 + 𝜅1)
√
2𝑙

𝐴 (1 + 𝑒𝜅2)
·
{︁
𝑄̃−

11(∞) ·𝑋 + 𝑄̃−
12(∞) · 𝑌

}︁
,

𝑘2 = − (1 + 𝜅1)
2
√
2𝑙

𝐴(𝜅1 + 𝑒)(1 + 𝑒𝜅2)
·
{︁
𝑄̃−

21(∞) ·𝑋 + 𝑄̃−
22(∞) · 𝑌

}︁
,

де

𝑋 =
𝐾+(−1)

𝐺+(−1)

[︁
𝑄̃+

11(−1)𝜎0 cos𝜓 + 𝑄̃+
12(−1)𝜏0 sin𝜓

]︁
−
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−2𝑅𝑒

(︂
𝑁𝑙−

1
2+𝑖𝜔

[︂
𝑄̃+

11(−
1

2
− 𝑖𝜔)𝐶1 + 𝑄̃+

12(−
1

2
− 𝑖𝜔)𝐶2

]︂)︂
,

𝑌 =
𝐾+(−1)

𝐺+(−1)

[︁
𝑄̃+

21(−1)𝜎0 cos𝜓 + 𝑄̃+
22(−1)𝜏0 sin𝜓

]︁
−

−2𝑅𝑒

(︂
𝑁𝑙−

1
2+𝑖𝜔

[︂
𝑄̃+

21(−
1

2
− 𝑖𝜔)𝐶1 + 𝑄̃+

22(−
1

2
− 𝑖𝜔)𝐶2

]︂)︂
,

𝑁 =
𝐾+(− 1

2 − 𝑖𝜔)

( 12 + 𝑖𝜔)𝐺+(− 1
2 − 𝑖𝜔)

.

Прирiвнюючи 𝑘1, 𝑘2 до нуля через вимогу обмеженостi напружень в кiнцi зони
передруйнування, приходимо до системи лiнiйних однорiдних рiвнянь вiдносно
𝑋 та 𝑌 :

𝑄̃−
11(∞) ·𝑋 + 𝑄̃−

12(∞) · 𝑌 = 0, 𝑄̃−
21(∞) ·𝑋 + 𝑄̃−

22(∞) · 𝑌 = 0.

Оскiльки визначник цiєї системи det Q̃−(∞) = [𝑟−(∞)]
−2

= (1−𝛽2)−1/2 вiдмiнний
вiд нуля, то вона має лише тривiальний розв’язок 𝑋 = 𝑌 = 0, який приводить до
трансцендентних рiвнянь для визначення вiдносної довжини 𝑥 = 𝑙/𝐿 i фазового
кута когезiйного напруження 𝜓, що пiсля перетворень можуть бути записанi у
виглядi, зручному для числового розв’язання:

𝑥 = 𝐶𝜎2

{︂
cos2(𝜔 ln𝑥+ 𝜙+ 𝜉 + 𝜁)

𝑛2
+ sin2(𝜔 ln𝑥+ 𝜙+ 𝜉 + 𝜁)

}︂
,

𝑡𝑔𝜓 = 𝑛 · 𝑡𝑔(𝜔 ln𝑥+ 𝜙+ 𝜉 + 𝜁),

де

𝐶 = 𝜋

[︂
2𝑒′ |𝑁 | · |𝑞′|𝐺+(−1)

𝑞

]︂2
,

𝑞 = 𝑞20 + 𝑞21 , 𝑞′ = (𝑞0𝑞0 + 𝑞1𝑞1) + 𝑖(𝑞1𝑞0 + 𝑞0𝑞1),

𝑞0 = 𝑄̃+
11(−1), 𝑞1 = 𝑄̃+

12(−1), 𝑞0 = 𝑄̃+
11(−

1

2
− 𝑖𝜔), 𝑞1 = 𝑄̃+

12(−
1

2
− 𝑖𝜔);

𝜎= |𝐾𝐼+𝑖𝐾𝐼𝐼 |
𝜏0

√
𝐿

— безрозмiрний параметр зовнiшнього навантаження, 𝜙=arctg 𝐾𝐼𝐼

𝐾𝐼
—

його фазовий кут; 𝑛 = 𝜎0/𝜏0, 𝜉 = arg𝑁 , 𝜁 = arg 𝑞′. Випадкам крихкого або пла-
стичного з’єднувального матерiалу вiдповiдають граничнi переходи 𝑛→ 0, 𝜓 → 0
i 𝑛→ ∞, 𝜓 → ±𝜋/2, якi приводять до моделей, розглянутих в [25, 26].

Отриманий вище розв’язок дозволяє визначити розкриття трiщини у її вер-
шинi як результат стрибкiв компонент перемiщення в зонi передруйнування, що
виражаються через трансформанту Φ−(0):

𝛿𝑢𝜃(0, 0) = −
⟨(︂

𝜕𝑢𝜃
𝜕𝑟

)︂*⟩ ⃒⃒⃒⃒
𝑝 = 0, 𝜃 = 0

= −4(1− 𝜈21)

𝐸1
𝑙Φ−

1 (0),

𝛿𝑢𝑟(0, 0) = −
⟨(︂

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

)︂*⟩ ⃒⃒⃒⃒
𝑝 = 0, 𝜃 = 0

= −4(1− 𝜈21)

𝐸1
𝑙Φ−

2 (0).
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Використовуючи (11), пiсля перетворень знайдемо остаточно

𝛿𝑢𝜃(0, 0) = −4(1− 𝜈21)𝐿

𝐸1

2𝑒′ |𝑁 | · |𝑞|
𝐴
√︀
𝜋(1− 𝛽2)

𝜎
√
𝑥 cos(𝜔 ln𝑥+ 𝜙+ 𝜉 + 𝜁1 − 2𝜂),

𝛿𝑢𝑟(0, 0) = −4(1− 𝜈21)𝐿

𝐸1

2𝑒′ |𝑁 | · |𝑞|
𝐴
√︀
𝜋(1− 𝛽2)

𝜎
√
𝑥 sin(𝜔 ln𝑥+ 𝜙+ 𝜉 + 𝜁 − 2𝜂),

де 𝑞 = 𝑞0 + 𝑖𝑞1, 𝜁 = arg 𝑞, 𝜂 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔2𝜔. Визначення стрибкiв нормального i до-
тичного перемiщень в зонi передруйнування може бути використано для пошуку
граничного навантаження за прийнятою в моделi когезiйної зони умовою [8-10](︂

𝛿𝑢𝜃
𝛿𝑛

)︂2

+

(︂
𝛿𝑢𝑟
𝛿𝜏

)︂2

= 1,

де 𝛿𝑛, 𝛿𝜏 — їх критичнi значення, досягнення яких приводить до зрушення трi-
щини при суто вiдривному або зсувному характерi деформацiй у зонi.

Зазначимо, що вiдривний характер нормального напруження у зонi перед-
руйнування передбачає виконання умови 𝛿𝑢𝜃(0, 0) > 0. У випадку ж, коли нор-
мальне напруження в зонi має стискальний характер, бiльш прийнятним може
бути моделювання зони передруйнування лiнiєю ковзання зi зчепленням [26].

4. Аналiз отриманих результатiв
Результати числових розрахункiв параметрiв зони передруйнування наведено

на рис. 2-4 (на всiх рисунках, позначених як a, показана вiдносна довжина 𝑥;
b — фазовий кут 𝜓 навантаження у зонi; c, d — приведенi нормальне 𝛿𝑢′𝜃 =
𝛿𝑢𝜃(0,0)

𝐿
𝐸1

4(1−𝜈2
1 )
i дотичне 𝛿𝑢′𝑟 = 𝛿𝑢𝑟(0,0)

𝐿
𝐸1

4(1−𝜈2
1 )
розкриття). Всi обчислення виконано

при 𝐸1/𝐸2 = 0, 25, 𝜈1 = 𝜈2 = 0, 3.
Згiдно з розрахунками, довжина зони передруйнування та її розкриття у

вершинi трiщини нелiнiйно зростають за величиною зi збiльшенням зовнiшньо-
го навантаження, заданого безрозмiрним параметром 𝜎 (рис. 2, а, с, d). Зале-
жнiсть фазового кута навантаження у зонi вiд 𝜎 менш виражена, проте також
спостерiгається його повiльне зростання зi збiльшенням абсолютного значення
навантаження (рис. 2, b).

На рис. 3 подано залежнiсть параметрiв зони передруйнування вiд фазового
кута зовнiшнього навантаження 𝜙. Згiдно з рис. 3, а, довжина зони у цiй зале-
жностi має мiнiмум у випадку бiльш пластичного (𝑛 > 1) i максимум - у випадку
бiльш крихкого (𝑛 < 1) з’єднувального матерiалу. Фазовий кут напружень 𝜓
у зонi передруйнування зростає синхронно з ростом фазового кута зовнiшньо-
го навантаження, залишаючись, проте, меншим вiд нього (рис. 3.b). Дотичне i
нормальне розкриття мають рiзну поведiнку при змiнi фазового кута наванта-
ження: дотичне розкриття зростає з ростом 𝜙, тодi як нормальне розкриття при
𝑛 ≤ 1 має максимум, а при 𝑛 > 1 його залежнiсть вiд 𝜙 є менш вираженою i
немонотонною (рис. 3, c).

На параметри зони передруйнування суттєво впливає вiдношення опорiв вiд-
риву i зсуву з’єднувального матерiалу 𝑛 = 𝜎0/𝜏0. Як видно з рис. 4, а i 4, с, зi
збiльшенням опору вiдриву при сталому параметрi навантаження довжина зони
передруйнування i розкриття трiщини у вершинi зменшуються. Фазовий кут на-
вантаження при 𝜙 ≤ 0 є вiд’ємним i швидко спадає з ростом 𝑛, тодi як при 𝜙 > 0
вiн додатний i слабо залежить вiд 𝑛 (рис. 4, b).
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Рис. 2. Залежнiсть параметрiв зони передруйнування вiд безрозмiрного параметра на-

вантаження 𝜎. Штриховi лiнiї — 𝑛 = 0, 5; суцiльнi лiнiї — 𝑛 = 2. Фазовий кут зовнi-

шнього навантаження: 1) 𝜙 = −30∘; 2) 𝜙 = 0∘; 3) 𝜙 = 30∘
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Рис. 3. Залежнiсть параметрiв зони пе-

редруйнування вiд фазового кута 𝜙

зовнiшнього навантаження для 𝜎 =

0, 1; 1) 𝑛 = 0, 5; 2) 𝑛 = 1; 3) 𝑛 = 2.

На рис. с штриховi лiнiї — 𝛿𝑢′
𝑟; суцiльнi

— 𝛿𝑢′
𝜃
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Виконавши зворотне перетворення Меллiна знайдених у ходi розв’язання за-
дачi трансформант напружень, iз залученням теореми про лишки можна визна-
чити члени розвинень напружень у асимптотичнi ряди в околi вершини трiщини
пiсля утворення зони передруйнування. Головний член розвинень визначатиме-
ться нулем функцiї 𝐺(𝑝) в iнтервалi −1 < 𝑅𝑒𝑝 < 0, що дає дiйсний показник
сингулярностi напружень, рiвний −1/2. Таким чином, поява зони передруйнува-
ння усуває фiзично некоректний осцилюючий характер сингулярностi у вершинi
трiщини, зберiгаючи, проте, кореневу особливiсть.
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Рис. 4. Залежнiсть параметрiв зони пе-

редруйнування вiд вiдношення 𝑛 опорiв

з’єднувального матерiалу вiдриву i зсу-

ву для 𝜎 = 0, 1 ; 1) 𝜑 = −30∘; 2) 𝜑 = 0∘;

3) 𝜑 = 30∘. На рис. 𝑐 штриховi лiнiї —

𝛿𝑢′
𝑟, суцiльнi — 𝛿𝑢′

𝜃

Висновки. Методом Вiнера–Хопфа знайдено аналiтичний розв’язок за-
дачi про розрахунок в умовах плоскої деформацiї в рамках моделi Леонова–
Панасюка–Дагдейла з використанням елементiв когезiйної моделi параметрiв ма-
ломасштабної зони передруйнування у з’єднувальному матерiалi в кiнцi мiж-
фазної трiщини, розташованої на плоскiй межi подiлу двох рiзних однорiдних
iзотропних матерiалiв. Отриманi рiвняння для визначення довжини зони i пара-
метра змiшування мод напружень в нiй та формули для обчислення розкриття
трiщини в її вершинi. Показана можливiсть їх застосування для визначення гра-
ничного навантаження для змiшаних мод. Здiйснено числовий розрахунок па-
раметрiв зони та якiсний аналiз їх залежностi вiд зовнiшнього навантаження i
характеристик з’єднувального матерiалу.
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ВЗАЄМОДIЯ МIЖФАЗНИХ ТУНЕЛЬНИХ ТРIЩИНИ
ТА ВКЛЮЧЕННЯ В КУСКОВО–ОДНОРIДНОМУ

АНIЗОТРОПНОМУ ПРОСТОРI

Кривий О. Ф. Взаємодiя мiжфазних трiщини та включення в кусково-

однорiдному анiзотропному просторi. Дослiджено взаємодiю мiжфазних трiщини

та включення, яке повнiстю зчеплене iз кусково-однорiдним анiзотропним простором.

Розглянуто випадок узагальненої плоскої деформацiї, коли задача не розпадається на

плоску i антиплоску складову. Проблема визначення контактних напружень на вклю-

ченнi i змiщень берегiв трiщини зведена до системи шести сингулярних iнтегральних

рiвнянь. Встановленi асимптотики поведiнки напружень у вершинах трiщини та вклю-

чення, що дозволило застосувати до розв’язання вказаних систем метод ортогональних

многочленiв i обґрунтувати його збiжнiсть. В результатi отриманi залежностi узагаль-

нених коефiцiєнтiв напружень у вершинах трiщини i включення вiд вiдносної вiдстанi

мiж ними.

Ключовi слова: анiзотропний простiр, кусково-однорiдний, трiщина, включення, син-

гулярнi iнтегральнi рiвняння, коефiцiєнт iнтенсивностей.

Кривой А. Ф. Взаимодействие межфазных трещины и включения в

кусочно-однородном анизотропном пространстве. Исследовано взаимодействие

межфазных трещины и включения, полностью сцепленного с кусочно-однородным ани-

зотропным пространством. Рассмотрен случай обобщенной плоской деформации, когда

задача не распадается на плоскую и антиплоскою составляющую. Проблема опреде-

ления контактных напряжений на включении сведена к системе шести сингулярных

интегральных уравнений. Установлены асимптотики напряжений в вершинах трещины

и включения, что позволило применить для решения указанной системы метод ортого-

нальных многочленов и обосновать его сходимость. В результате получены зависимости

обобщенных коэффициентов интенсивностей напряжений и включений от относитель-

ного расстояния между ними.

Ключевые слова: анизотропное пространство, кусочно-однородное, трещина, вклю-

чение, сингулярные интегральные уравнения, коэффициент интенсивностей.

Kryvyy O. F. Interaction of interfacial cracks and inclusion in a piecewise-

homogeneous anisotropic space. The interaction of interfacial cracks and inclusions,

fully adhesion with piecewise homogeneous anisotropic space. Consider the case of general-

ized plane strain, when the task does not split on a plane and antiplane component. The

problem of determining of contact stresses on the inclusion is reduced to a system of six

singular integral equations. The asymptotic behavior of stresses at the crack tip and inclu-

sion, which allowed apply for a solving this system the orthogonal polynomials method and

substantiate its convergence. As a result, the dependences of the generalized stress intensity

factor at the crack and the inclusion of the relative distance between them.

Key words: anisotropic space, piecewise-homogeneous space, cracks, inclusions, singular

integral equations, stress intensity factor.
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Вступ. Задачi про дефекти в кусково-однорiдних анiзотропних середови-
щах розглядались багатьма авторами. При цьому дослiдження, в основному,
обмежувались плоскими випадками [1-3]. В роботах [4-6] за допомогою побудо-
ваних сингулярних iнтегральних спiввiдношень отриманi розв’язки задач вiд-
повiдно про мiжфазнi тунельнi трiщини або мiжфазнi тунельнi включення в
кусково-однорiдному анiзотропному просторi, який знаходиться в двовимiрно-
му станi (узагальнена плоска деформацiя [7]). В цiй роботi вказанi результати
узагальненi на випадок двох рiзних мiжфазних тунельних дефектiв: трiщини i
абсолютно жорсткого включення, зчепленого iз пiвпросторами.

Основнi результати.

Ðèñ. 1

1. Постановка i зведення задачi до системи сингулярних iнтеграль-
них рiвнянь (СIР)

Нехай простiр, який складається iз двох рiзних анiзотропних пiвпросторiв, не
повнiстю зчеплених в плоскостi 𝑥 = 0, знаходиться в двовимiрному напружено–
деформованому станi (без наявностi площин пружної симетрiї [7]). В площинi
𝑥 = 0 мiстяться наскрiзнi тунельнi трiщина i жорстке включення, якi займають
вiдповiдно смуги (рис. 1)

Π𝑗 = {(𝑦, 𝑧) | 𝑦 ∈ ℓ𝑗 = (𝑎𝑗 , 𝑏𝑗), 𝑧 ∈ (−∞,∞)},𝑎1 < 𝑏1 < 𝑎2 < 𝑏2.

Нехай включення зчеплене з пiвпросторами. На нескiнченностi прикладене на-
вантаження, яке викликає навантаження на трiщинi {𝜎𝑥, 𝜏𝑥𝑦, 𝜏𝑥𝑧}|𝑥=±0={𝜎

±
𝑘 (𝑦)}

3
,

𝑦 ∈ ℓ1, i на включеннi iз рiвнодiйною 𝑃 = (P1, P2, 0), а також забезпечує двови-
мiрний стан. Положення граней включення пiсля деформацiї при 𝑥 = ± 0 опису-
ється функцiями 𝜉±(𝑦) = 𝜀 + 𝑦𝛿 + 𝜉±* , 𝑦 ∈ ℓ2, де функцiї 𝜉

±
* (𝑦) задають форму

включення вiдповiдно при 𝑥 = ± 0, 𝜀, 𝛿− вiдповiдно поступальнi i круговi пере-
мiщення включення

Нехай {𝜒±
𝑘 (𝑦)}

6
= { ⟨𝜎𝑥⟩± , ⟨𝜏𝑥𝑧⟩± , ⟨𝜏𝑥𝑧⟩± , ⟨𝑢′⟩± , ⟨𝑣′⟩± , ⟨𝑤′⟩± } стрибки i суми

напружень i похiдних перемiщень в площинi 𝑥 = 0, тодi, враховуючи умови не-
перервностi напружень i перемiщень поза дефектами: 𝜒−

𝑘 (𝑦) = 0, 𝑦 /∈ ℓ1 ∪ ℓ2 , 𝑘 =
1, 6, i скориставшись сингулярними iнтегральними спiввiдношеннями [5], вiдно-

сно невiдомих стрибкiв перемiщень 𝜂 1 = {𝜂1𝑘}3 = {𝜒−
𝑘 }

6
𝑘=4, на трiщинi i невiдо-

мих стрибкiв напружень на включеннi 𝜂 2 = {𝜂2𝑘}3 = {𝜒−
𝑘 }

3
, 𝑦 ∈ ℓ2 отримаємо

таку систему СIР

𝐶
(𝑗)
* 𝜂 𝑗(𝑦) + 𝑆

(𝑗)
* Γℓ𝑗 [𝜂 𝑗 ] + 𝑆

(𝑗)
0 Γℓ3−𝑗

[𝜂 3−𝑗 ] = 𝑞(𝑗)(𝑦), 𝑦 ∈ ℓ𝑗 , 𝑗 = 1, 2, (1)
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де

𝐶
(1)
* = {𝑐𝑘𝑗}𝑘=1,23

𝑗=4,5,6, 𝑆
(1)
* = {𝑠𝑘𝑗}𝑘=1,2,3

𝑗=4,5,6 , 𝑆
(1)
0 = {𝑠𝑘𝑗}𝑘=1,23

𝑗=1,2,3, 𝐶
(2)
* = {𝑐𝑘𝑗}𝑘=4,5,6

𝑗=1,2,3 ,

𝑆
(2)
* = {𝑠𝑘𝑗}𝑘=4,5,6

𝑗=1,2,3 , 𝑆
(2)
0 = {𝑠𝑘𝑗}𝑘=4,5,6

𝑗=4,5,6 , 𝐶0 = {𝑐𝑘𝑗}𝑘=1,2,3
𝑗=1,2,3 , 𝑆0 = {𝑠𝑘𝑗}𝑘=1,2,3

𝑗=1,2,3 ,

𝑞(1) = {𝑞1𝑘}3 = 𝜒+
* − 𝐶0𝜒

−
* − 𝑆0Γ𝑙1 [𝜒

−
*
], 𝜒±

* = {𝜒±
𝑘 (𝑦) }3,Γℓ[𝑓 ] ≡

1

𝜋

∫︁
ℓ

𝑓(𝑡)

𝑡− 𝑦
𝑑𝑡,

𝑞(2) = {𝑞2𝑘}3, 𝑞2𝑘 = 𝛿1,𝑘𝜒
+
4 (𝑦)− 𝑐3+𝑘,4𝜒

−
4 (𝑦)− 𝑠3+𝑘,4Γℓ2 [𝜒

−
4
],

𝜒±
4 (𝑦) = (𝜉+* ± 𝜉+* )

′ + (𝛿 ± 𝛿), 𝑦 ∈ ℓ2.

Елементи матриць {𝑐𝑘𝑗}6, {𝑠𝑘𝑗}6 поданi через пружнi сталi пiвпросторiв [5]. Си-
стему (1) слiд доповнити умовами замкнутостi трiщини, а також умовами рiвно-
ваги i моментної рiвноваги включення∫︁

ℓ1

𝜂1(𝑦)𝑑𝑦 = 0,

∫︁
ℓ2

𝜂2(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑃,

∫︁
ℓ2

𝑦𝜂21(𝑦)𝑑𝑦 = M. (2)

2. Розв’язання системи СIР
Перше матричне рiвняння системи (1) приведемо до дiагонального вигляду

вiдносно вектора 𝜂1, а друге — вiдносно вектора 𝜂2 i вiдобразимо за допомогою
лiнiйного перетворення: 𝑦 = 1

2 (𝑏𝑗−𝑎𝑗)𝜌+
1
2 (𝑏𝑗+𝑎𝑗), 𝑦 ∈ ℓ𝑗 , на промiжок I = [−1; 1].

Новi невiдомi функцiї введемо так:

𝑡𝑗(𝜌) = {𝑡𝑗𝑘(𝜌)}3 = 𝑆−1
𝑗 𝜂𝑗(0, 5((𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)𝜌+ (𝑏𝑗 + 𝑎𝑗)), 𝜌 ∈ I,

де матрицi 𝑆𝑗 = {𝑠(𝑗)𝑘𝑚}3− перетворювальнi матрицi, якi визначимо iз рiвнянь(︁
𝑆
(𝑗)
*

)︁−1

𝐶
(𝑗)
* = 𝑆𝑗𝐽𝑗𝑆

−1
𝑗 ,𝐽𝑗 = diag{𝜆𝑗𝑘}3−жорданова матриця. Власнi числа

𝜆𝑗𝑘, (𝑘 = 1, 3) при 𝑗 = 1 спiвпадають iз власними числами задачi про трiщини [4],
при 𝑗 = 2 задачi о жорстких включеннях [5]. Пiсля таких перетворень систему
(1) подамо так:

𝐽𝑗𝑡𝑗(𝜌) + ΓI[𝑡𝑗 ] +𝐵(𝑗)𝑅𝑗 [𝑡3−𝑗 ] = 𝐹 (𝑗)(𝜌), 𝜌 ∈ I, j = 1, 2, (3)

де

𝑅𝑗 [𝑡𝑗 ] =
1

𝜋

∫︁
I

𝑡𝑗(𝜏)𝑑𝜏

𝜏 − 𝜅1𝑗𝜌+ 𝜅2𝑗
, 𝜅1𝑗 = (𝑏1 − 𝑎1)

(−1)𝑗+1

(𝑏2 − 𝑎2)
(−1)𝑗 ,

𝜅2𝑗 =
𝑏2 + 𝑎2 − 𝑏1 − 𝑎1
(−1)𝑗(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)

, 𝐵(𝑗) = {𝑏(𝑗)𝑘𝑚}3 = 𝑆−1
(3−𝑗)

(︁
𝐶

(𝑗)
*

)︁−1

𝑆
(𝑗)
0 𝑆(3−𝑗),

𝐹 (𝑗)(𝜌) = {𝑓 (𝑗)𝑘 (𝜌)}3 = 𝑆−1
(3−𝑗)(𝐶

(𝑗)
* )−1𝑞(𝑗)

(︂
1

2
((𝑏𝑗 − 𝑎𝑗) 𝜌+ (𝑏𝑗 + 𝑎𝑗))

)︂
.

Поведiнка розв’язкiв системи (3) визначається сингулярними частинами рiвнянь,
що дає можливiсть розв’язки систем подати по многочленах Якобi (𝑗 = 1, 2, 𝑘 =
1, 3.):

𝑡𝑗𝑘(𝜌) =
1

𝜔𝑗𝑘(𝜌)

∞∑︁
𝑛=0

ℎ
(𝑛)
𝑗𝑘 P

−𝜇̄𝑗𝑘,−𝜇𝑗𝑘
𝑛 (𝜌), 𝜔𝑗𝑘 = (1− 𝜌)𝜇̄𝑗𝑘(1 + 𝜌)𝜇𝑗𝑘 . (4)
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Показники особливостей визначаються формулами

𝜇𝑗1 =
1

2
, 𝜇𝑗𝑘 =

1

2
+ (−1)𝑘𝑖𝛼𝑗1, 𝛼𝑗1 =

1

2𝜋
ln
1 + 𝛼𝑗0

1− 𝛼𝑗0
, 𝛼𝑗0= Im𝜆𝑗2, 0 < 𝛼𝑗0 < 1.

Ортогональнiсть многочленiв Якобi i умови (2) дають вирази

ℎ
(0)
𝑗𝑘 = 0, 𝑗 = 1, 𝑘 = 1, 3, ℎ

(0)
𝑗𝑘 = 2P𝑘(𝑏2 − 𝑎2)

−1(1 + 𝜆2𝑗𝑘)
−0,5, 𝑗 = 2, 𝑘 = 1, 3.

Для визначення iнших коефiцiєнтiв, пiдставивши розвинення (4) в систему
(3), скориставшись спектральним спiввiдношенням [8] i властивiстю ортогональ-
ностi многочленiв Якобi, отримаємо нескiнчену систему алгебраїчних рiвнянь:

ℵ(𝑗)
𝑘𝑚ℎ

(𝑚+1)
𝑗𝑘 +

3∑︁
𝑝=1

∞∑︁
𝑛=1

𝑏
(𝑗)
𝑘𝑝 ℎ

(𝑛)
𝑗𝑝 ϒ𝑘,𝑗

𝑚𝑛 = 𝑔
(𝑗)
𝑘𝑚, 𝑘 = 1, 3, 𝑗 = 1, 2, 𝑚 = 0,∞, (5)

де

ℵ(𝑗)
𝑘𝑚 = Γ (𝑚+ 2− 𝜇𝑗𝑘) Γ (𝑚+ 2− 𝜇̄𝑗𝑘) ((𝑚+ 1)!)

−2
,

𝑔
(𝑗)
𝑘𝑚 =

∫︁
I

𝜔−1
𝑗𝑘 (𝜏)P

1−𝜇̄𝑗𝑘,1−𝜇𝑗𝑘
𝑚 (𝜏)(𝑓

(𝑗)
𝑘 (𝜏)−

3∑︁
𝑘=1

ℎ
(0)
𝑗𝑘 (1− 𝜅12𝜏 + 𝜅22)

−1
)𝑑𝜏,

Ξ𝑗𝑘
𝑛 = (𝜅1𝑗𝜏 − 𝜅2𝑗 − 1)−𝜇̄𝑗𝑘(𝜅1𝑗𝜏 − 𝜅2𝑗 + 1)−𝜇𝑗𝑘P

−𝜇̄𝑗𝑘,−𝜇𝑗𝑘
𝑛 −

− 1
2P

1−𝜇̄𝑗𝑘,1−𝜇𝑗𝑘

𝑛−1 ,

ϒ𝑘𝑗
𝑚𝑛 =

∫︁
I

𝜔−1
𝑗𝑘 (𝜏)P

1−𝜇̄𝑗𝑘,1−𝜇𝑗𝑘
𝑚 (𝜏)Ξ𝑗𝑘

𝑛 (𝜏)𝑑𝜏, 𝑘 = 1, 3, 𝑗 = 1, 2.

Регулярнi ядра системи (3) обмеженi разом зi своїми частинними похiдними
до будь-якого при |𝜌| ≤ 1, |𝜏 | ≤ 1, це дає можливiсть до системи (5) застосувати
метод редукцiї [8] i отримати коефiцiєнти розвинення (4), а також подання для
векторiв 𝜂 𝑗 . Останнє дало можливiсть отримати вирази для узагальнених КIН
[4,5] у вершинах трiщини i включення, а також, використавши умови моментної
рiвноваги, кут повороту включення 𝛿.

3. Аналiз чисельних результатiв
На рисунках 2 и 3 наведенi залежностi узагальнених КIН нормального вiдри-

ву вiдповiдно у вершинах трiщини 𝐾𝑡
I i у вершинах включення 𝐾

𝑣
I вiд вiдносної

вiддалi мiж трiщиною i включенням 𝑑0 = (𝑎2 − 𝑏1)(𝑏1 − 𝑎1)
−1, при нормально-

му симетричному навантаженнi на берега трiщини: 𝜎±
1 (𝑦) = − 1, 𝜎±

2,3(𝑦) = 0, i
вiдсутностi навантаження на включеннi: 𝑃 = 0, M = 0. Неперервнi лiнiї на ри-
сунках отриманi для внутрiшнiх вершин (𝑏1 и 𝑎2), штрихованi лiнiї — для зовнiш-
нiх вершин (𝑎1 и 𝑏2). Для розрахункiв використанi матерiали [7]: стеклопластик
однонаправлений (нижнiй пiвпростiр) i стеклопластик ортогонально–армований
(верхнiй простiр).

Наведенi графiки показують, що при зближеннi трiщини i включення уза-
гальненi КIН для трiщини спадають, при цьому бiльше спадає КIН для ближньої
до включення вершини. Для узагальнених КIН у вершинах включення виявлена
протилежна закономiрнiсть: узагальненi КIН зростають, при цьому для ближньої
вершини КIН зростає швидше.
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Також встановлено, що якщо навантажено тiльки включення, то описанi за-
кономiрностi змiнюються на протилежнi: у вершинах трiщини узагальненi КIН
зростають, у вершинах включення спадають. В обох випадках взаємний вплив
трiщини i включення буде суттєвим при виконаннi умови: 𝑑0 ≤ 0, 25.

Висновки. Отже, запропоновано метод розв’язання задач про тунельнi
мiжфазнi дефекти довiльної природи в кусково-однорiдному анiзотропному про-
сторi, що дало можливiсть отримати розв’язки нових задач про мiжфазнi де-
фекти. Зокрема, дослiджено вплив на концентрацiю напружень в околi мiжфа-
зної трiщини та включення вiдносної вiддалi мiж ними. Аналогiчно можуть бути
розв’язаннi задачi про взаємодiю iнших типiв мiжфазних тунельних дефектiв.
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Нiколаєв О. Г., Танчiк Є. А. Розподiл напружень у ланцi односпрямо-

ваного композицiйного матерiалу, утвореного чотирма цилiндричними воло-

кнами. Запропоновано локальну модель напружено-деформованого стану односпря-

мованого волокнистого композиту, що ґрунтується на узагальненому методi Фур’є. Роз-

глядається цилiндричний зразок матерiалу з чотирма паралельними волокнами. Перед-

бачається, що волокна знаходяться в умовах iдеального контакту з матрицею.

Ключовi слова: локальна модель, граничнi умови, напружено-деформований стан,

узагальнений метод Фур’є, метод редукцiї, односпрямований волокнистий композит.

Николаев А. Г., Танчик Е. А. Распределение напряжений в ячейке од-

нонаправленного композиционного материала, образованного четырьмя ци-

линдрическими волокнами. Предложена локальная модель напряженно-деформи-

рованного состояния однонаправленного волокнистого композита, основанная на обоб-

щенном методе Фурье. Рассматривается цилиндрический образец материала с четырь-

мя параллельными волокнами. Предполагается, что волокна находятся в условиях иде-

ального контакта с матрицей.

Ключевые слова: локальная модель, граничные условия, напряженно-деформиро-

ванное состояние, обобщенный метод Фурье, метод редукции, однонаправленный во-

локнистый композит.

Nikolaev A. G., Tanchik E. A. Stress distribution in the cell of unidirectional

composite material, formed by four cylindrical fibers. Proposed a local model of

the stress-strain state of a unidirectional fiber composite, based on the generalized Fourier

method. We consider a cylindrical sample of material with four parallel fibers. It is assumed

that the fibers are under perfect contact with the matrix.

Key words: local model, boundary conditions, stress-strain state, generalized Fourier’s

method, method of reduction, unidirectional fiber composite.

Введение. В настоящее время предлагаются разные модели напряженно-
деформированного состояния пористых и композиционных материалов. В мо-
нографии [1] разработаны методы микромеханики композиционных сред с дис-
кретной структурой и трещинами и некоторые их приложения к конкретным
материалам. Рассмотрено влияние свойств компонентов и вида структуры неод-
нородных сред на их эффективные (интегральные) параметры и распределение

c○Николаев А. Г., Танчик Е. А., 2013
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внутренних полей. Напряженно-деформированное состояние композита модели-
руется распределением напряжений в окрестности нескольких включений (плос-
кая задача) или одного включения в случае зернистого композита.

В статье [2] предложена структурная модель зернистого эластомерного ком-
позита, позволившая связать его деформационное и прочностное поведение с
размерами частиц дисперсной фазы, т.е. учесть масштабный фактор прочности.
На основе теоретических исследований напряженно-деформированного состоя-
ния вокруг двух жестких сферических включений в упругой несжимаемой мат-
рице установлены зависимости математического ожидания разрывного усилия от
физико-механических характеристик связующего, размеров частиц и расстояния
между ними. В результате предложен новый вероятностный критерий появления
микроразрушения в композитной структуре в виде отслоений матрицы от частиц.
С его помощью проведены модельные исследования процессов развития внутрен-
ней поврежденности в композитной системе в зависимости от степени наполне-
ния и величины включений. Построены соответствующие кривые растяжения,
определены предельные разрывные макронапряжения и макродеформации.

В статье [3] представлены исследования по моделированию структуры по-
ристых материалов с малой объемной долей содержания твердой фазы. В ка-
честве моделей рассматриваются главным образом стержневые и оболочечные
конструкции. Предложена классификация моделей по степени упорядоченности
структурных единиц. Представляется, что наиболее адекватной с точки зрения
морфологии и деформационных свойств является модель, состоящая из хаоти-
чески ориентированных 14-гранных ячеек. Для анализа представленной модели
предлагается метод выделения структурного элемента.

В работе [4] предлагается алгоритм оценки свойств волокнистого композита
при растяжении, основанный на процедуре В. З. Власова; дается оценка эффек-
тивных свойств эквивалентного гомогенного материала; приводится сравнение
результатов расчета эффективного модуля Юнга с результатами других авто-
ров.

В работе [5] обобщены базовые подходы, применяемые в математических мо-
делях, и общие методы решения уравнений механики стохастических композитов.
Они могут быть сведены к стохастическим уравнениям теории упругости струк-
турно неоднородного тела, к уравнениям теории эффективных упругих модулей,
к уравнениям теории упругих смесей или к более общим уравнениям четвертого
порядка. Решение стохастических уравнений теории упругости для произволь-
ной области вызывает значительные математические трудности и может быть
реализовано только приближенно. Построение уравнений теории эффективных
упругих модулей связано с задачей определения интегральных модулей стоха-
стически неоднородной среды, которая может быть решена методом возмуще-
ний, методом моментов или методом условных моментов. Однако, т.к. уравнения
состояния не были строго обоснованы, эта теория не может использоваться для
систематического моделирования композитных структур.

В работах [6, 7] предложен метод определения напряженного состояния ко-
нечного цилиндра, основанный на принципе суперпозиции и разложении тензора
напряжений в ряды Фурье и Бесселя – Дини. Задача сведена к бесконечной си-
стеме линейных алгебраических уравнений.

В работе [8] исследован трансверсально изотропный стержень с цилиндриче-
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ским включением с осесимметричными собственными деформациями. Получено
аналитическое упругое решение для перемещений, напряжений и энергии упру-
гой деформации стержня.

В статье [9] для прогнозирования прочностных свойств композитов рассмат-
ривается постановка нелинейных связанных краевых задач микромеханики ком-
позитов, учитывающих стадию структурного накопления микроповреждений, ко-
гда поля структурных микроповреждений являются локально эргодическими.
В целях описания структурного разрушения и прогнозирования прочностных
свойств композитов существенно расширяется база определяющих соотношений:
вводится новый материальный носитель — тензор повреждаемости четвертого
ранга. Построены новые функционалы связанной стохастической краевой зада-
чи, позволяющие наряду с прогнозированием упругих свойств строить расчетные
поверхности прочности реальных композитов.

В работах [10, 11] введены локальные осесимметричные модели напряжен-
ного состояния пористого и зернистого композиционного материалов с порами
или зернами в форме вытянутых сфероидов. В работе [12] разработана локаль-
ная неосесимметричная математическая модель напряженно-деформированного
состояния пористого материала. В этих моделях напряжения в композитах опи-
сываются при помощи обобщенного метода Фурье. Аппарат обобщенного метода
Фурье разработан в [13], а его приложения приведены в [14].

Основные результаты.

1. Постановка задачи. Рассматривается цилиндрический образец Ω0 од-
нонаправленного волокнистого композиционного материала, волокна в котором
моделируются четырьмя цилиндрическими включениями Ω𝑗 (𝑗 = 1 ÷ 4). Будем
использовать одинаково ориентированные цилиндрические системы координат
(𝜌𝑗 , 𝜙𝑗 , 𝑧𝑗), начала которых отнесены к центрам включений 𝑂𝑗 (𝑗 = 0÷4), распо-
ложенным в одной плоскости 𝑧 = 0. Радиусы цилиндров Ω𝑗 равны 𝑅𝑗 , границы
цилиндров Γ𝑗 описываются уравнениями 𝜌𝑗 = 𝑅𝑗 . Предполагается, что упругие
постоянные матрицы и включений соответственно равны (𝐺0, 𝜎0) и (𝐺𝑗 , 𝜎𝑗).

Вектор упругих перемещений удовлетворяет следующей краевой задаче для
уравнения Ламе:

∇2U+
1

1− 2𝜎
∇divU = 0, (1)

с граничными условиями на внешней границе

FU|Γ0
= 𝑇e𝜌 =

{︃
𝑇, |𝑧| ≤ ℎ

0, |𝑧| > ℎ
(2)

и условиями сопряжения на границе раздела фаз

FU|Γ𝑗
= FU𝑗 |Γ𝑗

, (3)

U|Γ𝑗
= U𝑗 |Γ𝑗

, (4)

где U, U𝑗 — векторы перемещений в матрице и в 𝑗-ом включении, FU, FU𝑗 —
соответствующие им векторы напряжений на поверхностях Γ𝑗 , 𝜎 — коэффици-
ент Пуассона. Условия (3), (4) отражают идеальный контакт между матрицей и
волокном.
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2. Решение задачи. Общее решение краевой задачи (1) — (4) в областях
Ω0 и Ω𝑗 ищется в виде суперпозиции базисных решений уравнения Ламе для
цилиндра в системах координат, отнесенных к центрам включений

U =

4∑︁
𝑗=1

3∑︁
𝑠=1

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∫︁
−∞

𝐴(𝑗)
𝑠,𝑚(𝜆)U

+(3)
𝑠,𝜆,𝑚(𝜌𝑗 , 𝜙𝑗 , 𝑧𝑗)𝑑𝜆+

+

3∑︁
𝑠=1

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∫︁
−∞

𝐴(0)
𝑠,𝑚(𝜆)U

−(3)
𝑠,𝜆,𝑚(𝜌0, 𝜙0, 𝑧0)𝑑𝜆 в Ω0; (5)

U =

3∑︁
𝑠=1

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∫︁
−∞

𝐵(𝑗)
𝑠,𝑚(𝜆)U

−(3)
𝑠,𝜆,𝑚(𝜌𝑗 , 𝜙𝑗 , 𝑧𝑗)𝑑𝜆 в Ω𝑗 . (6)

Указанные выше базисные решения представим в виде [13]:

U
±(3)
𝑠,𝜆,𝑚(𝜌, 𝜙, 𝑧) = 𝜆−1D𝑠𝑢

±(3)
𝜆,𝑚 (𝜌, 𝜙, 𝑧); 𝑠 = 1, 3; (7)

U
±(3)
2,𝜆,𝑚(𝜌, 𝜙, 𝑧) = 𝜆−1B2𝑢

±(3)
𝜆,𝑚 (𝜌, 𝜙, 𝑧), (8)

B2 =

(︂
𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕

𝜕𝑦

)︂
∇− 𝜒

[︁
e𝑧 × [∇× e𝑧]

]︁
;

𝑢
+(3)
𝜆,𝑚 (𝜌, 𝜙, 𝑧) = 𝑒𝑖𝜆𝑧+𝑖𝑚𝜙𝐾̃𝑚(𝜆𝜌),

𝑢
−(3)
𝜆,𝑚 (𝜌, 𝜙, 𝑧) = 𝑒𝑖𝜆𝑧+𝑖𝑚𝜙𝐼𝑚(𝜆𝜌),
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где D1 = ∇, D2 = 𝑧∇−𝜒e𝑧, D3 = 𝑖[∇× e𝑧] (здесь 𝑖 — мнимая единица); 𝐼𝑚(𝑥) —
модифицированная функция Бесселя, 𝐾̃𝑚(𝑥) = (sign𝑥)𝑚𝐾𝑚(|𝑥|), 𝐾𝑚(𝑥) — функ-

ция Макдональда; 𝜒 = 3−4𝜎, 𝑢
±(3)
𝜆,𝑚 — полный набор частных решений уравнения

Лапласа в цилиндрических координатах.
В развернутой координатной форме базисные решения (7), (8) имеют вид:

U
±(3)
1,𝜆,𝑚(𝜌, 𝜙, 𝑧) = ∓𝑢±(3)

𝜆,𝑚−1e−1 ∓ 𝑢
±(3)
𝜆,𝑚+1e1 + 𝑖𝑢

±(3)
𝜆,𝑚 e0, (9)

U
±(3)
2,𝜆,𝑚(𝜌, 𝜙, 𝑧) = ∓(𝐷 − 𝜒)

[︁
𝑢
±(3)
𝜆,𝑚−1e−1 + 𝑢

±(3)
𝜆,𝑚+1e1

]︁
+ 𝑖𝐷𝑢

±(3)
𝜆,𝑚 e0, (10)

U
±(3)
3,𝜆,𝑚(𝜌, 𝜙, 𝑧) = ±𝑢±(3)

𝜆,𝑚−1e−1 ∓ 𝑢
±(3)
𝜆,𝑚+1e1, (11)

где 𝐷 = 𝜌
𝜕

𝜕𝜌
, e−1 =

1

2
(e𝜌 + 𝑖e𝜙)𝑒

𝑖𝜙, e1 =
1

2
(e𝜌 − 𝑖e𝜙)𝑒

−𝑖𝜙, e0 = e𝑧, (e𝜌, e𝜙, e𝑧) —

орты цилиндрической системы координат.
Вектор напряжений на площадке с нормалью n имеет вид:

FU = 2𝐺

[︂
𝜎

1− 2𝜎
ndivU+

𝜕U

𝜕n
+

1

2
(n× rotU)

]︂
, (13)

где 𝐺 — модуль сдвига.
Применив к формулам (9) — (11) оператор (13) на площадке с нормалью

n = e𝜌 получим:

FU
±(3)
1,𝜆,𝑚 =

2𝐺

𝜌

{︁
∓𝐷𝑢±(3)

𝜆,𝑚−1e−1 ∓𝐷𝑢
±(3)
𝜆,𝑚+1e1 + 𝑖𝐷𝑢

±(3)
𝜆,𝑚 e0

}︁
; (14)

FU
±(3)
2,𝜆,𝑚 =

2𝐺

𝜌

{︁
∓[(𝑚− 1)(𝑚− 1 + 2𝜎) + 𝜆2𝜌2 + (2𝜎 − 3)𝐷]𝑢

±(3)
𝜆,𝑚−1e−1∓

∓[(𝑚+ 1)(𝑚+ 1− 2𝜎) + 𝜆2𝜌2 + (2𝜎 − 3)𝐷]𝑢
±(3)
𝜆,𝑚+1e1+

+𝑖[𝑚2 + 𝜆2𝜌2(2𝜎 − 2)𝐷]𝑢
±(3)
𝜆,𝑚 e0

}︁
, (15)

FU
±(3)
3,𝜆,𝑚 =

𝐺

𝜌

{︁
±(𝐷 +𝑚− 1)𝑢

±(3)
𝜆,𝑚−1e−1∓

∓(𝐷 −𝑚− 1)𝑢
±(3)
𝜆,𝑚+1e1 − 𝑖𝑚𝑢

±(3)
𝜆,𝑚 e0

}︁
. (16)

3. Теоремы сложения. Теоремы сложения связывают базисные решения
уравнения Ламе в системах координат, совмещенных с центрами пары цилин-
дров. Справедливы следующие теоремы сложения [13]:

U
+(3)
𝑠,𝜆,𝑚(𝜌1, 𝜙1, 𝑧1) =

3∑︁
𝑡=1

∞∑︁
𝑙=−∞

𝐷̃
(12)
𝑠,𝑡 𝑓

(33)𝑙
1,𝜆,𝑚U

−(3)
𝑡,𝜆,𝑙 (𝜌2, 𝜙2, 𝑧2); (17)

U
+(3)
𝑠,𝜆,𝑚(𝜌2, 𝜙2, 𝑧2) =

3∑︁
𝑡=1

∞∑︁
𝑙=−∞

𝐷̃
(12)
𝑠,𝑡 𝑓

+(33)𝑙
1,𝜆,𝑚 U

+(3)
𝑡,𝜆,𝑙 (𝜌1, 𝜙1, 𝑧1); (18)
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U
−(3)
𝑠,𝜆,𝑚(𝜌1, 𝜙1, 𝑧1) =

3∑︁
𝑡=1

∞∑︁
𝑙=−∞

𝐷̃
(12)
𝑠,𝑡 𝑓

−(33)𝑙
1,𝜆,𝑚 U

−(3)
𝑡,𝜆,𝑙 (𝜌2, 𝜙2, 𝑧2), (19)

где 𝑓
(33)𝑙
1,𝜆,𝑚 = (−1)𝑙𝑢

+(3)
𝜆,𝑚−𝑙(𝜌12, 𝜙12, 𝑧12), 𝑓

±(33)𝑙
𝜆,𝑚 = 𝑢

−(3)
𝜆,𝑚−𝑙(𝜌12, 𝜙12, 𝑧12), 𝐷̃

(𝑖𝑗)
𝑠,𝑡 = [𝛿𝑠𝑡+

+𝛿𝑡1𝛿𝑠2𝜌𝑖𝑗
𝜕

𝜕𝜌𝑖𝑗

]︂
.

4. Разрешающая система уравнений.Используя теоремы сложения (17) —
(19), представим вектор перемещения U в системе координат с началом в точке
𝑂0:

U =

4∑︁
𝑗=1

3∑︁
𝑠=1

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∫︁
−∞

𝐴(𝑗)
𝑠,𝑚(𝜆)

3∑︁
𝑡=1

∞∑︁
𝑙=−∞

𝐷̃
(0𝑗)
𝑠,𝑡 𝑢

−(3)
𝜆,𝑚−𝑙(𝜌0𝑗 , 𝜙0𝑗 , 𝑧0𝑗)×

×U
+(3)
𝑡,𝜆,𝑙 (𝜌0, 𝜙0, 𝑧0)𝑑𝜆+

+

3∑︁
𝑠=1

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∫︁
−∞

𝐴(0)
𝑠,𝑚(𝜆)U

−(3)
𝑠,𝜆,𝑚(𝜌0, 𝜙0, 𝑧0)𝑑𝜆 (20)

и с началом в точке 𝑂𝑗 :

U =

3∑︁
𝑠=1

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∫︁
−∞

𝐴(𝑗)
𝑠,𝑚(𝜆)U

+(3)
𝑠,𝜆,𝑚(𝜌𝑗 , 𝜙𝑗 , 𝑧𝑗)𝑑𝜆+

+
∑︁
𝛼̸=𝑗

3∑︁
𝑠=1

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∫︁
−∞

𝐴(𝛼)
𝑠,𝑚(𝜆)

3∑︁
𝑡=1

∞∑︁
𝑙=−∞

(−1)𝑙𝐷̃
(𝑗,𝛼)
𝑠,𝑡 𝑢

+(3)
𝜆,𝑚−𝑙(𝜌𝑗𝛼, 𝜙𝑗𝛼, 𝑧𝑗𝛼)×

×U
−(3)
𝑡,𝜆,𝑙 (𝜌𝑗 , 𝜙𝑗 , 𝑧𝑗)𝑑𝜆+

3∑︁
𝑠=1

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∫︁
−∞

𝐴(0)
𝑠,𝑚(𝜆)×

×
3∑︁

𝑡=1

∞∑︁
𝑙=−∞

𝐷̃
(0𝑗)
𝑠,𝑡 𝑢

−(3)
𝜆,𝑚−𝑙(𝜌0𝑗 , 𝜙0𝑗 , 𝑧0𝑗)U

−(3)
𝑡,𝜆,𝑙 (𝜌𝑗 , 𝜙𝑗 , 𝑧𝑗)𝑑𝜆. (21)

После удовлетворения граничных условий задача сводится к бесконечной си-
стеме линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных коэффи-

циентов 𝐴
(𝑗)
𝑠,𝑚(𝜆), 𝐵

(𝑗)
𝑠,𝑚(𝜆):

3∑︁
𝑠=1

{︂
𝐴(0)

𝑠,𝑚(𝜆)G
−(3)
𝑠,𝜆,𝑚(𝑅0) +G

+(3)
𝑠,𝜆,𝑚(𝑅0)

4∑︁
𝑗=1

3∑︁
𝑡=1

∞∑︁
𝑙=−∞

𝐴
(𝑗)
𝑡,𝑙 (𝜆)×

×𝐷̃(0𝑗)
𝑠,𝑡 𝑢

−(3)
𝜆,𝑙−𝑚(𝜌0𝑗 , 𝜙0𝑗 , 𝑧0𝑗)

}︂
=
𝑇

𝜋

sin𝜆ℎ

𝜆
𝛿𝑚0(1, 1, 0), (22)

3∑︁
𝑠=1

{︂
𝐴(𝑗)

𝑠,𝑚(𝜆)G
+(3)
𝑠,𝜆,𝑚(𝑅𝑗 , 𝐺0, 𝜎0) +G

−(3)
𝑠,𝜆,𝑚(𝑅𝑗 , 𝐺0, 𝜎0)

∑︁
𝛼̸=𝑗

3∑︁
𝑡=1

∞∑︁
−∞

𝐴
(𝛼)
𝑡,𝑙 (𝜆)×
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×(−1)𝑙𝐷̃
(𝑗𝛼)
𝑠,𝑡 𝑢

+(3)
𝜆,𝑙−𝑚(𝜌𝑗𝛼, 𝜙𝑗𝛼, 𝑧𝑗𝛼) +G

−(3)
𝑠,𝜆,𝑚(𝑅𝑗 , 𝐺0, 𝜎0)×

×
3∑︁

𝑡=1

∞∑︁
𝑙=−∞

𝐷̃
(0𝑗)
𝑠,𝑡 𝑢

−(3)
𝜆,𝑙−𝑚(𝜌0𝑗 , 𝜙0𝑗 , 𝑧0𝑗)

}︂
=

3∑︁
𝑠=1

𝐵
(𝑗)
𝑠,𝜆,𝑚G

−(3)
𝑠,𝜆,𝑚(𝑅𝑗 , 𝐺𝑗 , 𝜎𝑗), (23)

3∑︁
𝑠=1

{︂
𝐴(𝑗)

𝑠,𝑚(𝜆)H
+(3)
𝑠,𝜆,𝑚(𝑅𝑗 , 𝜎0) +H

−(3)
𝑠,𝜆,𝑚(𝑅𝑗 , 𝜎0)

∑︁
𝛼̸=𝑗

3∑︁
𝑡=1

∞∑︁
−∞

𝐴
(𝛼)
𝑡,𝑙 (𝜆)×

×(−1)𝑙𝐷̃
(𝑗𝛼)
𝑠,𝑡 𝑢

+(3)
𝜆,𝑙−𝑚(𝜌𝑗𝛼, 𝜙𝑗𝛼, 𝑧𝑗𝛼) +H

−(3)
𝑠,𝜆,𝑚(𝑅𝑗 , 𝜎0)×

×
3∑︁

𝑡=1

∞∑︁
𝑙=−∞

𝐷̃
(0𝑗)
𝑠,𝑡 𝑢

−(3)
𝜆,𝑙−𝑚(𝜌0𝑗 , 𝜙0𝑗 , 𝑧0𝑗)

}︂
=

3∑︁
𝑠=1

𝐵
(𝑗)
𝑠,𝜆,𝑚H

−(3)
𝑠,𝜆,𝑚(𝑅𝑗 , 𝜎𝑗), (24)

𝑗 = 1÷ 4; 𝑚 ∈ Z; 𝜆 ∈ R, 𝜆 ̸= 0,

где G
±(3)
𝑠,𝜆,𝑚(𝑅,𝐺, 𝜎) =

(︂
𝐺

±(−1)
𝑠,𝜆,𝑚 , 𝐺

±(1)
𝑠,𝜆,𝑚, 𝐺

±(0)
𝑠,𝜆,𝑚

)︂
;

𝐺
±(−1)
1,𝜆,𝑚 (𝑅,𝐺, 𝜎) = ∓2𝐺

𝑅
𝐷𝑢̃

±(3)
𝜆,𝑚−1(𝑅), 𝐺

±(1)
1,𝜆,𝑚(𝑅,𝐺, 𝜎) = ±2𝐺

𝑅
𝐷𝑢̃

±(3)
𝜆,𝑚+1(𝑅),

𝐺
±(0)
1,𝜆,𝑚(𝑅,𝐺, 𝜎) =

2𝐺

𝑅
𝑖𝐷𝑢̃

±(3)
𝜆,𝑚 (𝑅), 𝐺

±(0)
3,𝜆,𝑚(𝑅,𝐺, 𝜎) = −𝐺

𝑅
𝑖𝑚𝑢̃

±(3)
𝜆,𝑚 (𝑅),

𝐺
±(1)
3,𝜆,𝑚(𝑅,𝐺, 𝜎) = ∓𝐺

𝑅
(𝐷 −𝑚− 1)𝑢̃

±(3)
𝜆,𝑚+1(𝑅),

𝐺
±(−1)
3,𝜆,𝑚 (𝑅,𝐺, 𝜎) = ±𝐺

𝑅
(𝐷 +𝑚− 1)𝑢̃

±(3)
𝜆,𝑚−1(𝑅),

𝐺
±(0)
2,𝜆,𝑚(𝑅,𝐺, 𝜎) =

2𝐺

𝑅
𝑖

[︂
𝑚2 + 𝜆2𝑅2 + (2𝜎 − 2)𝐷

]︂
𝑢̃
±(3)
𝜆,𝑚 (𝑅),

𝐺
±(−1)
2,𝜆,𝑚 (𝑅,𝐺, 𝜎) = ∓2𝐺

𝑅

[︂
(𝑚− 1)(𝑚− 1 + 2𝜎) + 𝜆2𝑅2 + (2𝜎 − 3)𝐷

]︂
𝑢̃
±(3)
𝜆,𝑚−1(𝑅),

𝐺
±(1)
2,𝜆,𝑚(𝑅,𝐺, 𝜎) = ∓2𝐺

𝑅

[︂
(𝑚+ 1)(𝑚+ 1− 2𝜎) + 𝜆2𝑅2 + (2𝜎 − 3)𝐷

]︂
𝑢̃
±(3)
𝜆,𝑚+1(𝑅),

H
±(3)
𝑠,𝜆,𝑚(𝑅, 𝜎) =

(︂
𝐻

±(−1)
𝑠,𝜆,𝑚 , 𝐻

±(1)
𝑠,𝜆,𝑚, 𝐻

±(0)
𝑠,𝜆,𝑚

)︂
,

𝐻
±(−1)
1,𝜆,𝑚 (𝑅, 𝜎) = ∓𝑢̃±(3)

𝜆,𝑚−1(𝑅), 𝐻
±(1)
1,𝜆,𝑚(𝑅, 𝜎) = ∓𝑢̃±(3)

𝜆,𝑚+1(𝑅),

𝐻
±(0)
1,𝜆,𝑚(𝑅, 𝜎) = 𝑖𝑢̃

±(3)
𝜆,𝑚 (𝑅), 𝐻

±(0)
2,𝜆,𝑚(𝑅, 𝜎) = 𝑖𝐷𝑢̃

±(3)
𝜆,𝑚 (𝑅),

𝐻
±(−1)
2,𝜆,𝑚 (𝑅, 𝜎) = ∓(𝐷 − 𝜒)𝑢̃

±(3)
𝜆,𝑚−1(𝑅),

𝐻
±(1)
2,𝜆,𝑚(𝑅, 𝜎) = ∓(𝐷 − 𝜒)𝑢̃

±(3)
𝜆,𝑚+1(𝑅), 𝐻

±(0)
3,𝜆,𝑚(𝑅, 𝜎) = 0,

𝐻
±(−1)
3,𝜆,𝑚 (𝑅, 𝜎) = ±𝑢̃±(3)

𝜆,𝑚−1(𝑅), 𝐻
±(1)
3,𝜆,𝑚(𝑅, 𝜎) = ∓𝑢̃±(3)

𝜆,𝑚+1(𝑅),

𝑢̃
+(3)
𝜆,𝑚 (𝑅) = 𝐾̃𝑚(𝜆𝑅), 𝑢̃

−(3)
𝜆,𝑚 (𝑅) = 𝐼𝑚(𝜆𝑅).
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5. Анализ результатов. При численной реализации задачи предполагалось,
что 𝑅𝑗 = 𝑅 (𝑗 = 1÷4), 𝑅0 = 10𝑅. Коэффициенты Пуассона материалов матрицы
и волокон приняты равными соответственно 𝜎0 = 0.38 и 𝜎𝑗 = 0.21, что соот-
ветствует волокнам из алюмоборосиликатного стекла с эпоксидно-малеиновым
связующим. Система уравнений решена методом редукции по индексу 𝑚 при
фиксированном 𝜆, то есть бесконечная система уравнений заменяется конечной
системой, в которой индексы меняеются в диапазоне −𝑚𝑚𝑎𝑥 ≤ 𝑚, 𝑙 ≤ 𝑚𝑚𝑎𝑥. Рас-
сматривались случаи 𝑚𝑚𝑎𝑥 = 5, 10, 20. Метод показал хорошую сходимость уже
при 𝑚𝑚𝑎𝑥 = 5, если 𝑅/𝑎 < 0.8.

0 0.5 1
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0.5

1

x

σy
T

h/R0 = 1.0;σj = 0.21;σ = 0.38;Gj/G = 25

a/R = 2.0

a/R = 1.5

a/R = 1.2

Ðèñ. 2. Íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝑦/𝑇 íà ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû âêëþ÷åíèé â
çàâèñèìîñòè îò îòíîñèòåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè

На рис. 2 приведены распределения напряжений 𝜎𝑦/𝑇 на линии, соединяю-
щей центры волокон в зависимости от относительного расстояния между ними
𝑎/𝑅 для низкомодульных волокон 𝐺𝑗/𝐺 = 25. При уменьшении расстояния меж-
ду волокнами наблюдается изменение характера распределения напряжений: зо-
на концентрации напряжений смещается из середины линии на ее границы.

На рис. 3 представлены графики напряжений 𝜎𝑥/𝑇 на линии, соединяющей
центры включений в зависимости от ширины области, по которой прикладыва-
ется к образцу нормальная внешняя нагрузка.

Численный анализ показал, что распределение напряжений 𝜎𝑥/𝑇 и 𝜎𝑦/𝑇 су-
щественно не зависит от отношения 𝐺𝑗/𝐺. Иначе обстоит дело с напряжением
𝜎𝑧/𝑇 . На рис. 4 представлены графики напряжений 𝜎𝑧/𝑇 на линии, соединяю-
щей центры включений в зависимости от соотношения жесткостей материалов
включений и матрицы (для низкомодульных и высокомодульных волокон). Из
анализа графиков видно, что наблюдается характерный рост напряжений при
переходе от низкомодульных волокон к высокомодульным.

На рис. 5 приведено сравнение главных компонент тензора напряжений для
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ìàòðèöû

двух и четырех волокон в цилиндрическом образце композиционного материа-
ла. Характер распределения напряжений практически не меняется, однако для
величин напряжений 𝜎𝑥/𝑇 наблюдается некоторое различие значений в одних и
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тех же точках образца для случаев двух и четырех волокон.

Заключение. Предложена локальная модель напряженно-деформирован-
ного состояния однонаправленного волокнистого композита, основанная на пред-
ставлении образца материала упругим цилиндром с четырьмя упругими цилин-
дрическими включениями, образующими тетрагональную упаковку композици-
онной среды. В аналитическом виде строятся векторы перемещения и тензор
напряжений отдельно в области матрицы и включений. Предполагается, что об-
разец композита подвержен действию кусочно-постоянной нормальной нагруз-
ки, а волокна находятся в условиях идеального контакта с матрицей. Граничные
условия и условия сопряжения удовлетворяются точно при помощи обобщенно-
го метода Фурье. Параметры модели находятся из разрешающей системы, ко-
торая допускает эффективное численное решение. Проведен численный анализ
напряжений в зонах их наибольшей концентрации, выявлен ряд механических
эффектов. Достоверность результатов подтверждается сравнением их со случа-
ем цилиндрического образца с двумя волокнами. Анализ сходимости численного
решения к точному показал высокую эффективность методики, позволяющей,
удерживая лишь небольшое число уравнений и неизвестных в разрешающей си-
стеме, получать результаты с высокой точностью в широком диапазоне измене-
ния геометрических параметров.
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Rachinskaya A. L. The rapid rotation of the satellite in an environment with
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Введение. Рассмотрим движение спутника относительно центра масс под
действием совместного влияния моментов сил гравитационного притяжения и
сопротивления. Вращательные движения рассматриваются в рамках модели ди-
намики твердого тела, центр масс которого движется по круговой орбите вокруг
Земли. Задачи динамики, обощенные и осложненные учетом различных возму-
щающих факторов, и в настоящее время остаются достаточно актуальными. Ис-
следованию вращательных движений тел относительно неподвижной точки под
действием возмущающих моментов сил различной природы (гравитационных,
аэродинамических, электормагнитных и др.), близкому к приводимому ниже,
посвящены работы [1-8].

c○Рачинская А. Л., 2013
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Основные результаты.

1. Постановка задачи. Введем три декартовые системы координат, нача-
ло которых совместим с центром инерции спутника [1-2]. Система координат
𝑂𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) движется поступательно вместе с центром инерции: ось 𝑂𝑥1 па-
раллельна радиус-вектору перигея орбиты, ось 𝑂𝑥2 – вектору скорости центра
масс спутника в перигее, ось 𝑂𝑥3 – нормали к плоскости орбиты. Система ко-
ординат 𝑂𝑦𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) связана с вектором кинетического момента G. Ось 𝑂𝑦3
направлена по вектору кинетического момента G, ось 𝑂𝑦2 лежит в плоскости
орбиты (т.е. в плоскости 𝑂𝑥1𝑥2), ось 𝑂𝑦1 лежит в плоскости 𝑂𝑥3𝑦3 и направлена
так, что векторы y1, y2, y3 образуют правую тройку. Оси системы координат
𝑂𝑧𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) связаны с главными центральными осями инерции твердого тела.
Взаимное положение главных центральных осей инерции и осей 𝑂𝑦𝑖 определим
углами Эйлера. При этом направляющие косинусы 𝛼𝑖𝑗 осей 𝑧𝑖 относительно си-
стемы 𝑂𝑦𝑖 выражаются через углы Эйлера 𝜙, 𝜓, 𝜃 по известным формулам [1].
Положение вектора кинетического момента G относительно его центра масс в
системе координат 𝑂𝑥𝑖 определяются углами 𝜆 и 𝛿.

Уравнения движения тела относительно центра масс запишем в форме [2]:

𝑑𝐺

𝑑𝑡
= 𝐿3,

𝑑𝛿

𝑑𝑡
=
𝐿1

𝐺
,

𝑑𝜆

𝑑𝑡
=

𝐿2

𝐺 sin 𝛿
,

𝑑𝜃

𝑑𝑡
= 𝐺 sin 𝜃 sin𝜙 cos𝜙

(︂
1

𝐴1
− 1

𝐴2

)︂
+
𝐿2 cos𝜓 − 𝐿1 sin𝜓

𝐺
,

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝐺 cos 𝜃

(︂
1

𝐴3
− sin2 𝜙

𝐴1
− cos2 𝜙

𝐴2

)︂
+
𝐿1 cos𝜓 + 𝐿2 sin𝜓

𝐺 sin 𝜃
,

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝐺

(︂
sin2 𝜙

𝐴1
+

cos2 𝜙

𝐴2

)︂
− 𝐿1 cos𝜓 + 𝐿2 sin𝜓

𝐺
𝑐𝑡𝑔𝜃 − 𝐿2

𝐺
𝑐𝑡𝑔𝛿.

(1)

Здесь 𝐿𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) — моменты внешних сил относительно осей 𝑂𝑦𝑖, 𝐺 –
величина кинетического момента, 𝐴𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) – главные центральные моменты
инерции относительно осей 𝑂𝑧𝑖.

Центр масс спутника движется по круговой орбите с периодом обращения 𝑄.
Зависимость истинной аномалии 𝜈 от времени 𝑡 дается соотношением

𝜈 =
2𝜋

𝑄
𝑡+ 𝜈0, (2)

где 𝜈0 – начальное значение истиной аномалии.

Рассматривается динамически несимметричный спутник, моменты инерции
которого для определенности удовлетворяют неравенству 𝐴1 > 𝐴2 > 𝐴3, в пред-
положении, что угловая скорость 𝜔 движения спутника относительно центра масс
существенно больше угловой скорости орбитального движения 𝜔0, т.е. 𝜀 = 𝜔0/𝜔 ∼
𝐴1𝜔0/𝐺≪ 1. В этом случае кинетическая энергия вращения тела велика по срав-
нению с моментами возмущающих сил.

Проекции 𝐿𝑖 момента внешних сил, складывающихся из гравитационного мо-
мента 𝐿𝑔

𝑖 и момента сил внешнего сопротивления 𝐿
𝑟
𝑖 на оси 𝑂𝑦𝑖, записываются в

виде [2, 4]. Здесь приведена проекция на ось 𝑂𝑦1, на другие оси проекции имеют
аналогичный вид:
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𝐿1 = 𝐿𝑔
1 + 𝐿𝑟

1 ≡ 3𝜔2
0 (1 + 𝑒 cos 𝜈)

3

(1− 𝑒2)
3

3∑︁
𝑗=1

(𝛽2𝛽𝑗𝑆3𝑗 − 𝛽3𝛽𝑗𝑆2𝑗)−

−𝐺
3∑︁

𝑖=1

(︂
𝐼𝑖1𝛼1𝑖𝛼31

𝐴1
+
𝐼𝑖2𝛼1𝑖𝛼32

𝐴2
+
𝐼𝑖3𝛼1𝑖𝛼33

𝐴3

)︂

𝑆𝑚𝑗 =

3∑︁
𝑝=1

𝐴𝑝𝛼𝑗𝑝𝛼𝑚𝑝, 𝛽1 = cos (𝜈 − 𝜆) cos 𝛿

𝛽2 = sin (𝜈 − 𝜆) , 𝛽3 = cos (𝜈 − 𝜆) sin 𝛿.

(3)

В работе предполагается, что момент сил сопротивления L𝑟 может быть пред-
ставлен в виде L𝑟 = 𝐼𝜔 , где тензор 𝐼 имеет постоянные компоненты 𝐼𝑖𝑗 в системе
𝑂𝑧𝑖, связанной с телом [1, 4]. Сопротивление среды предполагаем слабым порядка
малости 𝜀2 : ‖𝐼‖ /𝐺0 ∼ 𝜀2 ≪ 1 , где ‖𝐼‖ норма матрицы коэффициентов сопро-
тивления, 𝐺0 – кинетический момент спутника в начальный момент времени.

В некоторых случаях удобно наряду с переменной 𝜃 использовать в качестве
дополнительной переменной важную характеристику — кинетическую энергию
𝑇 , производная которой имеет вид

𝑑𝑇

𝑑𝑡
=

2𝑇

𝐺
𝐿3 +𝐺 sin 𝜃

[︂
cos 𝜃

(︂
sin2 𝜙

𝐴1
+

cos2 𝜙

𝐴2
− 1

𝐴3

)︂
(𝐿2 cos𝜓 − 𝐿1 sin𝜓)+

+ sin𝜙 cos𝜙

(︂
1

𝐴1
− 1

𝐴2

)︂
(𝐿1 cos𝜓 + 𝐿2 sin𝜓)

]︂
.

(4)

Ставится задача исследовать решение системы (1)-(4) при малом 𝜀 на боль-
шом промежутке времени 𝑡 ∼ 𝜀−2. Для решения задачи будем применять метод
усреднения [9].

2. Процедура метода усреднения. Рассмотрим невозмущенное движение
(𝜀 = 0), когда моменты внешних сил равны нулю. В этом случае вращение твердо-
го тела является движением Эйлера–Пуансо. Величины 𝐺, 𝛿, 𝜆, 𝑇 , 𝜈 обращаются
в постоянные, а 𝜙, 𝜓, 𝜃 — некоторые функции времени 𝑡. Медленными перемен-
ными в возмущенном движении будут 𝐺, 𝛿, 𝜆, 𝑇 , 𝜈, а быстрыми — углы Эйлера 𝜙,
𝜓, 𝜃. Рассмотрим движение при условии 2𝑇𝐴1 > 𝐺2 > 2𝑇𝐴2, соответствующем
траекториям вектора кинетического момента, охватывающим ось наибольшего
момента инерции 𝐴1 [10]. Введем величину

𝑘2 =
(𝐴2 −𝐴3)

(︀
2𝑇𝐴1 −𝐺2

)︀
(𝐴1 −𝐴2) (𝐺2 − 2𝑇𝐴3)

(︀
0 6 𝑘2 6 1

)︀
, (5)

представляющую собой в невозмущенном движении постоянный модуль эллип-
тических функций [11], описывающих это движение.

Для построения усредненной системы первого приближения подставим реше-
ние невозмущенного движения Эйлера–Пуансо в правые части уравнений (1), (4)
и проведем усреднение по переменной 𝜓, а затем по времени 𝑡 с учетом зависи-
мости 𝜙, 𝜃 от 𝑡 [2]. При этом для медленных переменных 𝛿, 𝜆, 𝑇 , 𝐺 сохраняются
прежние обозначения. В результате получим
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𝑑𝛿

𝑑𝑡
= −3𝜔2

0

2𝐺
𝛽2𝛽3𝑁

*,
𝑑𝜆

𝑑𝑡
=

3𝜔2
0

2𝐺 sin 𝛿
𝛽1𝛽3𝑁

*,

𝑑𝐺

𝑑𝑡
= − 𝐺

𝑅(𝑘)
{𝐼22 (𝐴1 −𝐴3)𝑊 (𝑘)+

+𝐼11(𝐴2 −𝐴3) [1−𝑊 (𝑘)] + 𝐼33 (𝐴1 −𝐴2)
[︀
𝑘2 −𝑊 (𝑘)

]︀
,

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= − 2𝑇

𝑅(𝑘)

{︀
𝐼22 (𝐴1 −𝐴3)𝑊 (𝑘) + 𝐼33 (𝐴1 −𝐴2)

[︀
𝑘2 −𝑊 (𝑘)

]︀
+

+
𝐴

𝑆(𝑘)

{︂
𝐼33
𝐴3

[︀
𝑘2 −𝑊 (𝑘)

]︀
+

𝐼22
𝐴2

(︀
1− 𝑘2

)︀
𝑊 (𝑘)

}︂
+

+
𝐼11
𝐴1

(𝐴2 −𝐴3)𝑅(𝑘)

𝑆(𝑘)
[1−𝑊 (𝑘)]

}︂
,

𝑊 (𝑘) = 1− 𝐸(𝑘)

𝐾(𝑘)
, 𝐴 = (𝐴1 −𝐴2)(𝐴1 −𝐴3)(𝐴2 −𝐴3),

𝑅(𝑘) = 𝐴1 (𝐴2 −𝐴3) +𝐴3 (𝐴1 −𝐴2) 𝑘
2, 𝑆(𝑘) = 𝐴2 −𝐴3 + (𝐴1 −𝐴2)𝑘

2,

𝑁* = 𝐴2 +𝐴3 − 2𝐴1 + 3

(︂
2𝐴1𝑇

𝐺2
− 1

)︂[︂
𝐴3 + (𝐴2 −𝐴3)

𝐾(𝑘)− 𝐸(𝑘)

𝐾(𝑘)𝑘2

]︂
.

(6)

Здесь 𝐾(𝑘) и 𝐸(𝑘) — полные эллиптические интегралы первого и второго
рода соответственно [11]. Дифференцируя выражение (5) для 𝑘2 и используя
два последних уравнения (6), получим дифференциальное уравнение, которое не
зависит от других переменных

𝑑𝑘2

𝑑𝜉
= (1− 𝜒)(1− 𝑘2)− [(1− 𝜒) + (1 + 𝜒)𝑘2]

𝐸(𝑘)

𝐾(𝑘)
,

𝜒 = (2𝐼22𝐴1𝐴3 − 𝐼11𝐴2𝐴3 − 𝐼33𝐴1𝐴2)/[(𝐼33𝐴1 − 𝐼11𝐴3)𝐴2],

𝜉 = (𝑡− 𝑡*)/𝑁, 𝑁 = 𝐴1𝐴3/(𝐼33𝐴1 − 𝐼11𝐴3) ∼ 𝜀−2.

(7)

Здесь 𝑡* — постоянная. Значению 𝑘2 = 1 отвечает равенство 2𝑇𝐴2 = 𝐺2, что
соответствует сепаратрисе для движения Эйлера–Пуансо.

Из уравнений (6) следует, что под влиянием сопротивления среды происхо-
дит эволюция как кинетической энергии тела 𝑇 , так и величины кинетического
момента 𝐺. Непосредственно видно, что в первом приближении на их изменение
оказывает влияние только сила сопротивления, причем в уравнения входят лишь
диагональные коэффициенты 𝐼𝑖𝑖 матрицы момента трения. Члены, содержащие
недиагональные компоненты 𝐼𝑖𝑗(𝑖 ̸= 𝑗), выпадают при усреднении. Изменения
углов 𝜆, 𝛿 зависят как от действия силы сопротивления, так и гравитационного
притяжения.

Уравнение (7) описывает усредненное движение конца вектора кинетическо-
го момента G на сфере радиуса 𝐺. Третье уравнение (6) описывает изменение
радиуса сферы с течением времени.

Выражение, стоящее в фигурных скобках правой части уравнения (6) для 𝐺
положительно (при 𝐴1>𝐴2>𝐴3), так как справедливы неравенства (1−𝑘2)𝐾6𝐸6
𝐾 [11]. Каждый коэффициент при 𝐼𝑖𝑖 является неотрицательной функцией 𝑘2,
причем одновременно они все в нуль обратиться не могут. Поэтому 𝑑𝐺/𝑑𝑡< 0,



116 Рачинская А. Л.

поскольку 𝐺 > 0, т.е. переменная 𝐺 строго убывает для любых 𝑘2 ∈ [0, 1]. Ана-
логично показывается, что кинетическая энергия также строго убывает [8].

3. Численный расчет изменения кинетического момента, кинети-
ческой энергии и углов ориентации вектора кинетического момента.
Полученную систему уравнений (6) с учетом (2) и уравнение (7) в виде

𝑑𝑘2

𝑑𝑡
=
𝐼33𝐴1 − 𝐼11𝐴3

𝐴1𝐴3

{︂
(1− 𝜒)

(︀
1− 𝑘2

)︀
−
[︀
(1− 𝜒) + (1 + 𝜒) 𝑘2

]︀ 𝐸(𝑘)

𝐾(𝑘)

}︂
(8)

можно численно проинтегрировать. Интегрирование проводилось при начальных
условиях 𝐺(0) = 1; 𝑘2(0) = 0.99 𝛿 = 𝜋/4 рад; 𝜆 = 𝜋/4 рад; и значениях главных
центральных моментов инерции тела 𝐴1 = 3.2; 𝐴2 = 2.6; 𝐴3 = 1.67. Для коэффи-
циентов сопротивления рассматривались два возможных варианта: 𝐼11 = 2.322;
𝐼22 = 1.31; 𝐼33 = 1.425 и 𝐼11 = 0.919; 𝐼22 = 5.228; 𝐼33 = 1.666. В первом случае
величина 𝜒 в уравнении (9) была отрицательной −4.477, а во втором положи-
тельной и равной 3.853.

Для численного расчета было проведено обезразмеривание уравнений систе-
мы (6) и уравнение (8). Характерными параметрами задачи являются 𝐺0 кине-
тический момент спутника при 𝑡 = 0, Ω0 величина угловой скорости 𝜔 движения
спутника относительно центра масс в начальный момент времени. Безразмерные
величины определяются формулами 𝑡 = Ω0𝑡, 𝐺̃ = 𝐺

𝐺0
, 𝐴𝑖 = 𝐴𝑖Ω0

𝐺0
, 𝐿̃𝑖 = 𝐿𝑖

𝐺0Ω0
,

𝑇 = 𝑇
𝐺0Ω0

, 𝜀2𝐼𝑖𝑖 =
𝐼𝑖𝑖
𝐺0
. Система уравнений примет вид:

𝑑𝛿

𝑑𝑡
= −𝜀2 3

2𝐺̃
𝛽2𝛽3𝑁̃

*,
𝑑𝜆

𝑑𝑡
= 𝜀2

3

2𝐺̃ sin 𝛿
𝛽1𝛽3𝑁̃

*,

𝑑𝐺̃

𝑑𝑡
= −𝜀2 𝐺̃

𝑅̃(𝑘)

{︁
𝐼22

(︁
𝐴1 −𝐴3

)︁
𝑊 (𝑘) + 𝐼33

(︁
𝐴1 −𝐴2

)︁ [︀
𝑘2 −𝑊 (𝑘)

]︀
+

+𝐼11(𝐴2 −𝐴3) [1−𝑊 (𝑘)]
}︁
,

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= −𝜀2 2𝑇

𝑅̃(𝑘)

{︁
𝐼22

(︁
𝐴1 −𝐴3

)︁
𝑊 (𝑘) + 𝐼33

(︁
𝐴1 −𝐴2

)︁ [︀
𝑘2 −𝑊 (𝑘)

]︀
+

+
𝐴

𝑆(𝑘)

{︃
𝐼33

𝐴3

[︀
𝑘2 −𝑊 (𝑘)

]︀
+

𝐼22

𝐴2

(︀
1− 𝑘2

)︀
𝑊 (𝑘)

}︃
+

+
𝐼11

𝐴1

(𝐴2 −𝐴3)𝑅̃(𝑘)

𝑆(𝑘)
[1−𝑊 (𝑘)]

}︃
,

𝐴 = (𝐴1 −𝐴2)(𝐴1 −𝐴3)(𝐴2 −𝐴3),

𝑊 (𝑘) = 1− 𝐸(𝑘)

𝐾(𝑘)
, 𝑅̃(𝑘) = 𝐴1

(︁
𝐴2 −𝐴3

)︁
+𝐴3

(︁
𝐴1 −𝐴2

)︁
𝑘2,

𝑆(𝑘) = 𝐴2 −𝐴3 + (𝐴1 −𝐴2)𝑘
2,

𝑁̃* = 𝐴2 +𝐴3 − 2𝐴1 + 3

(︃
2𝐴1𝑇

𝐺̃2
− 1

)︃[︂
𝐴3 + (𝐴2 −𝐴3)

𝐾(𝑘)− 𝐸(𝑘)

𝐾(𝑘)𝑘2

]︂
,

𝑑𝑘2

𝑑𝑡
= 𝜀2

𝐼33𝐴1 − 𝐼11𝐴3

𝐴1𝐴3

{︂
(1− 𝜒)

(︀
1− 𝑘2

)︀
−
[︀
(1− 𝜒) + (1 + 𝜒) 𝑘2

]︀ 𝐸(𝑘)

𝐾(𝑘)

}︂
.

(9)
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Интегрирование системы проводилось для медленного времени 𝜏 = 𝜀2𝑡. Для
численного интегрирования системы применялись неявные схемы Адамса, что
позволяет интегрировать систему в представленном виде, с учетом закона изме-
нения угла нутации. Численный анализ показывает, что функции 𝐺̃(𝜏) и 𝑇 (𝜏)
являются монотонно убывающими, как было получено ранее [8].

Применение неявной схемы численного интегрирования позволяет построить
годограф вектора кинетического момента в системе координат 𝑂𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) по
найденным углам ориентации 𝜆 и 𝛿.

Для проведения численного исследования вектор кинетического момента в
начальный момент времени отклонен от оси 𝑥3 на угол 𝜋/4 рад и повернут около
оси 𝑥3 так же на угол 𝜋/4 рад.

В первом расчетном случае (для отрицательного 𝜒) получен годограф век-
тора кинетического момента, представленный на рис. 1. Из рис. 1 видно, что
вектор кинетического момента, убывая, стремится занять предельное положение
в плоскости орбиты спутника 𝑂𝑥1𝑥2. На рис. 2 и 3 годограф вектора кинетиче-
ского момента изображен в большем масштабе. Рисунок 2 показывает проекцию
кривой годографа на плоскость 𝑂𝑥1𝑥2, а на рис. 3 годограф показан вдоль оси
спирали.

Рис. 1 Рис. 2

Рис. 3

Во втором расчетном случае (для положительного 𝜒) результат построения
годографа вектора кинетического момента представлен на рис. 4. Рисунки 5 и 6
отображают ту же кривую в большем масштабе в проекциях на другие плоскости.
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Рис. 4 Рис. 5

Видно, что во втором расчетом случае характер поведения сохраняется, но
вектор кинетического момента стремится к другому предельному положению в
плоскости орбиты. Ось предельного положения располагается ближе к оси 𝑂𝑥1.
В обоих расчетных случаях ось спирали не является постоянной. Согласно чис-
ленному исследованию наблюдается искривленние оси спирали, при этом во вто-
ром расчетном случае искривление становится более существенным.

Рис. 6

Заключение. Таким образом, в случае возмущенного движения спутни-
ка с учетом гравитационного момента и момента сил сопротивления построен
годограф вектора кинетического момента в трехмерном пространстве 𝑂𝑥1𝑥2𝑥3,
связанный с плоскостью круговой орбиты спутника. Получено, что вектор кине-
тического момента, убывая вследствие диссипативного момента сопротивления
среды, стремится занять предельное положение в плоскости орбиты.

Автор благодарит Л. Д. Акуленко и Д. Д. Лещенко за полезные обсуждения.
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