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А. Н. Адамов
Одесский национальный университет имени И. И. Мечникова

О КОНСТАНТЕ В НЕРАВЕНСТВЕ СЕГЕ ДЛЯ ПРОИЗВОДНЫХ
СОПРЯЖЕННЫХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ В 𝐿0

Адамов О. М. Про константу в нерiвностi Сеге для похiдних спряже-
них тригонометричних полiномiв у 𝐿0. Розглядається нерiвнiсть Сеге

⃦⃦⃦
𝑇

(𝑟)
𝑛

⃦⃦⃦
0
6

6 𝜒0 (𝑛, 𝑟) ·‖𝑇𝑛‖0 для похiдних спряжених тригонометричних полiномiв в 𝐿0. Отримана
точна асимптотика по 𝑛 для константи 𝜒0 (𝑛, 𝑟) в ньому, полiпшуючи оцiнки, ранiше
отриманi В. В. Арестовим та автором.
Ключовi слова: нерiвнiсть Сеге, похiднi тригонометричних полiномiв, спряженi три-
гонометричнi полiноми, простiр 𝐿0, асимптотична оцiнка константи.

Адамов А. Н. О константе в неравенстве Сеге для производных сопря-
женных тригонометрических полиномов в 𝐿0. Рассматривается неравенство Сеге⃦⃦⃦
𝑇

(𝑟)
𝑛

⃦⃦⃦
0
6 𝜒0 (𝑛, 𝑟) · ‖𝑇𝑛‖0 для производных сопряженных тригонометрических полино-

мов в 𝐿0. Получена точная асимптотика по 𝑛 для константы 𝜒0 (𝑛, 𝑟) в нём, улучшая
оценки, ранее полученные В. В. Арестовым и автором.
Ключевые слова: неравенство Сеге, производные тригонометрических полиномов,
сопряженные тригонометрические полиномы, пространство 𝐿0, асимптотическая оцен-
ка константы.

Adamov A. N. About constant in Szego inequality for derivatives of con-

jugate trigonometric polynomials in 𝐿0. We consider Szego inequality
⃦⃦⃦
𝑇

(𝑟)
𝑛

⃦⃦⃦
0
6

6 𝜒0 (𝑛, 𝑟) · ‖𝑇𝑛‖0 for derivatives of conjugate trigonometric polynomials in 𝐿0. We’ve found

exact asymptotic by 𝑛 estimation of constant 𝜒0 (𝑛, 𝑟) in it, improving estimates which were

got by V. V. Arestov and author earlier.

Key words: Szego inequality, derivatives of trigonometric polynomials, conjugate trigono-

metric polynomials, 𝐿0 space, asymptotic estimation of constant.

Введение. Пусть 𝑇𝑛 — множество тригонометрических полиномов

𝑇𝑛 (𝑡) =

𝑛∑︁
𝑘=−𝑛

𝑎𝑘𝑒
𝑖𝑘𝑡

порядка 𝑛 с коэффициентами 𝑎𝑘 из поля C комплексных чисел. Полином

𝑇𝑛 (𝑡) = 𝑖

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘𝑒
𝑖𝑘𝑡 −

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎−𝑘𝑒
−𝑖𝑘𝑡

)︃

c○Адамов А. Н., 2014



8 Адамов А. Н.

называют сопряженным для 𝑇𝑛. Определим функционал ‖𝑓‖𝑝 для измеримых
функций на отрезке [0, 2𝜋] при −∞ 6 𝑝 6 +∞ следующим образом:

‖𝑓‖𝑝 =

⎛⎝ 1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

|𝑓 (𝑡)|𝑝𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑝

, 0 < 𝑝 <∞, −∞ < 𝑝 < 0, (0.1)

‖𝑓‖0 = exp

⎛⎝ 1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

ln |𝑓 (𝑡)| 𝑑𝑡

⎞⎠ , (0.2)

‖𝑓‖∞ = ‖𝑓‖𝐶 = 𝑒𝑠𝑠 sup
06𝑡62𝜋

|𝑓 (𝑡)| , ‖𝑓‖−∞ = 𝑒𝑠𝑠 inf
06𝑡62𝜋

|𝑓 (𝑡)| . (0.3)

Класс функций, для которых функционал ‖𝑓‖𝑝 конечен, обозначим через
𝐿𝑝 [0, 2𝜋]. В нём при 𝑝 > 1 ‖𝑓‖𝑝 является нормой, при 0 < 𝑝 < 1 — квазинормой.
Функционал ‖𝑓‖0, следуя К. Малеру [1], будем называть мерой функции 𝑓 . Для
функций, определенных на единичной окружности, положим

‖𝑓‖𝐿𝑝
=
⃦⃦
𝑓
(︀
𝑒𝑖𝑡
)︀⃦⃦

𝑝
. (0.4)

В 1912 году С. Н. Бернштейн получил оценку для нормы производной триго-
нометрического полинома ‖𝑇 ′

𝑛‖𝐶[0,2𝜋] через норму самого полинома ‖𝑇𝑛‖𝐶[0,2𝜋] в
𝐶 [0, 2𝜋], в 1928 году Г. Сеге [2] добавил в эту оценку производные сопряженных
тригонометрических полиномов, а А. Зигмунд в 1932 году [3, том 2, гл. 10, 3.16
и 3.25] распространил это соотношение на все 𝐿𝑝, 𝑝 > 1:⃦⃦⃦

𝑇 (𝑟)
𝑛 cos𝛼+ 𝑇 (𝑟)

𝑛 sin𝛼
⃦⃦⃦
𝑝
6 𝑛𝑟‖𝑇𝑛‖𝑝, 𝑇𝑛 ∈ T𝑛. (0.5)

В своих работах [4, 1981 г.] и [5, 1990 г.] В. В. Арестов разработал методи-
ку получения неравенств для полиномов в пространстве 𝐿0 и показал, что для
широкого класса неравенств константа, оптимальная при 𝑝 = 0, остаётся верной
и для 𝑝 > 0, но, возможно, не является точной. В 1994 году В. В. Арестов [6]
доказал неравенство типа Г. Сеге для 𝑟 > 0 в пространствах 𝐿𝑝 [0, 2𝜋], 0 6 𝑝 < 1:⃦⃦⃦

𝑇 (𝑟)
𝑛

⃦⃦⃦
𝑝
6 𝜒0 (𝑛, 𝑟) · ‖𝑇𝑛‖𝑝, 𝜒𝑝 (𝑛, 𝑟) 6 𝜒0 (𝑛, 𝑟) , 𝑝 > 0, (0.6)

где

𝜒0 (𝑛, 𝑟) = ‖𝑆2𝑛,𝑟‖𝐿0
, 𝑆2𝑛,𝑟 (𝑧) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘𝑟𝐶𝑛+𝑘
2𝑛

(︁
𝑧𝑛+𝑘 + (−1)

𝑟+1
𝑧𝑛−𝑘

)︁
, (0.7)

и оценил значение коэффициента ‖𝑆2𝑛,𝑟‖𝐿0
в зависимости от величины 𝑟:

‖𝑆2𝑛,𝑟‖𝐿0
= 𝑛𝑟, 𝑟 > 𝑛 ln 2𝑛, (0.8)

‖𝑆2𝑛,𝑟‖𝐿0
6 2𝑛𝑟𝐶𝑛+1

2𝑛 , ‖𝑆2𝑛,𝑟‖𝐿0
= 4𝑛+𝑜(𝑛) при 1 6 𝑟 < 𝑛 ln 2𝑛 (0.9)

и
1

𝑛
𝐶𝑛+1

2𝑛 6 ‖𝑆2𝑛,0‖𝐿0
6 2𝐶𝑛+1

2𝑛 . (0.10)
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Окончательно вопрос об оценке меры ‖𝑆2𝑛,𝑟‖𝐿0
при 0 6 𝑟 < 𝑛 ln 2𝑛 в этой статье

решён не был.
Встал вопрос о получении точной асимптотики этой величины по 𝑛. При

𝑟 = 0 в нашей статье [7] показано, что при 𝑛 > 50 (0.10) можно заменить на
асимптотически точную оценку

exp

(︂
−1.58 + 1.98 ln𝑛√

𝑛

)︂
6

‖𝑆2𝑛,0‖𝐿0

𝐶𝑛+1
2𝑛

6

(︂
1 +

3

𝑛+ 2

)︂
exp

(︂
0.56√
𝑛

(︁
3 + ln

𝑛

2

)︁)︂
,

(0.11)
что влечёт за собой соотношение ‖𝑆2𝑛,0‖𝐿0

∼ 𝐶𝑛+1
2𝑛 .

Остаётся случай 1 6 𝑟 < 𝑛 ln 2𝑛. Тогда (0.9) не дает точного порядка ро-
ста в зависимости от 𝑛. В статье [8] нами было получено неравенство, дающее
порядковую оценку сверху:

‖𝑆2𝑛,𝑟‖𝐿0
6 𝐷𝑟𝐶

𝑛+1
2𝑛 , 1 6 𝑟 6

𝑛

2
, (0.12)

где 𝐷𝑟 зависит только от 𝑟.
В настоящей работе основной целью является нахождение для ‖𝑆2𝑛,𝑟‖𝐿0

оцен-
ки вида (0.11) с аналогичной асимптотикой. В результате для каждого фиксиро-
ванного 𝑟 > 1 было получено:

‖𝑆2𝑛,𝑟‖𝐿0
∼ 𝐾𝑟𝐶

𝑛+1
2𝑛 , и

⃒⃒⃒⃒‖𝑆2𝑛,𝑟‖𝐿0

𝐶𝑛+1
2𝑛

−𝐾𝑟

⃒⃒⃒⃒
6
𝛼𝑟

𝑛
1
3

ln𝑛. (0.13)

Величина 𝐾𝑟 зависит только от 𝑟 и выражается следующим образом:

𝐾𝑟 = 2‖𝑄𝑟‖𝐿0
, где 𝑄𝑟 (𝑧) =

𝑟∑︁
𝑘=0

⎛⎝ 𝑘∑︁
𝑗=0

(−1)
𝑘−𝑗

𝐶𝑗
𝑘(𝑗 + 1)

𝑟

⎞⎠ (𝑧 − 1)
𝑟−𝑘

. (0.14)

Для первых значений 𝑟 приведем значения 𝐾𝑟 и выражения для 𝑄𝑟 (𝑧):

𝑟 𝐾𝑟 𝑄𝑟 (𝑧)
1 2 𝑧
2 2 𝑧2 + 𝑧

3 2
(︀
2 +

√
3
)︀
≈ 7,483 𝑧3 + 4𝑧2 + 𝑧

4 2
(︀
5 +

√
24
)︀
≈ 19,798 𝑧4 + 11𝑧3 + 11𝑧2 + 𝑧

5 ≈ 107,78 𝑧5 + 26𝑧4 + 66𝑧3 + 26𝑧2 + 𝑧
6 ≈ 465,26 𝑧6 + 57𝑧5 + 302𝑧4 + 302𝑧3 + 57𝑧2 + 𝑧

7 ≈ 3332,42
𝑧7 + 120𝑧6 + 1191𝑧5 + 2416𝑧4+
+1191𝑧3 + 120𝑧2 + 𝑧

8 ≈ 20013,51
𝑧8 + 247𝑧7 + 4293𝑧6 + 15619𝑧5+
+15619𝑧4 + 4293𝑧3 + 247𝑧2 + 𝑧

Основные результаты. Определённой трудностью доказательств в про-
странстве 𝐿0 является отсутствие неравенства треугольника. В пространствах 𝐿𝑝

при 0 < 𝑝 < 1 верно обобщенное неравенство

‖𝑓 + 𝑔‖𝑝 6 2
1
𝑝−1

(︁
‖𝑓‖𝑝 + ‖𝑔‖𝑝

)︁
, (1.1)
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что позволяет теми же методами, что и при 𝑝 > 1, получать оценки с дополни-
тельным коэффициентом, зависящим от 𝑝. При 𝑝 = 0 неравенство треугольника
в общем случае уже невозможно ни для какой константы. В статье [5] В. В. Аре-
стов изучал поведение константы 𝜒 (𝑛) в неравенстве для полиномов степени 𝑛
на единичной окружности

‖𝑃𝑛 +𝑄𝑛‖𝐿0
6 𝜒 (𝑛)

(︀
‖𝑃𝑛‖𝐿0

+ ‖𝑄𝑛‖𝐿0

)︀
(1.2)

и получил оценку

1

2
𝜌𝑛 6 𝜒 (𝑛) 6

1

2
𝑅𝑛, где 𝜌 ≈ 1, 7916 и 𝑅 =

6
√
40 ≈ 1,8493. (1.3)

Легко видеть, что 𝜒 (𝑛) очень быстро растет при возрастании 𝑛, и использование
(1.2) в большинстве случаев даёт лишь грубую оценку. В этом пункте будут
получены оценки величины ‖𝑓 + 𝑔‖0 при различных ограничениях на функции
𝑓 и 𝑔. В отличие от (1.1) и (1.2) будем накладывать разные ограничения на
слагаемые, что позволит получить более точные оценки в случае неоднородных
слагаемых.

Лемма 1. Пусть 0 < ‖𝑓‖0 < +∞, 0 < 𝑝, 𝑞 6 +∞, ‖𝑔‖𝑝 < +∞, ‖𝑓‖−𝑞 > 0 и

‖𝑔‖𝑝

‖𝑓‖−𝑞
6 1. Тогда имеем, полагая 𝑤 = min

(︃
1

1
𝑝+

1
𝑞

, 1

)︃
,

1

1 +
‖𝑔‖𝑤

𝑝

‖𝑓+𝑔‖𝑤
−𝑞

·
(︁
2

1
𝑤 − 1

)︁ 6 ‖𝑓 + 𝑔‖0
‖𝑓‖0

6 1 +
‖𝑔‖𝑤𝑝
‖𝑓‖𝑤𝑞

·
(︁
2

1
𝑤 − 1

)︁
. (1.4)

Доказательство. Оценим ‖𝑓+𝑔‖0

‖𝑓‖0
через неравенство между метриками 𝐿0

и 𝐿𝑤 и применим неравенства ‖1 + 𝜙‖𝑤𝑤 6 1 + ‖𝜙‖𝑤𝑤 и (1 + 𝑡)
1
𝑤 − 1 6

(︂
2

1
𝑤 − 1

)︂
𝑡,

0 6 𝑡 6 1, то что
⃦⃦⃦

𝑔
𝑓

⃦⃦⃦𝑤
𝑤
6 1, покажем позже:

‖𝑓 + 𝑔‖0
‖𝑓‖0

=

⃦⃦⃦⃦
1 +

𝑔

𝑓

⃦⃦⃦⃦
0

6

⃦⃦⃦⃦
1 +

𝑔

𝑓

⃦⃦⃦⃦
𝑤

6 1 +

⃦⃦⃦⃦
𝑔

𝑓

⃦⃦⃦⃦𝑤
𝑤

·
(︁
2

1
𝑤 − 1

)︁
.

Применяя неравенство Гёльдера с показателями 𝑝
𝑤 и 𝑞

𝑤 при 0 < 𝑤 < 1, получим⃦⃦⃦⃦
𝑔

𝑓

⃦⃦⃦⃦
𝑤

=
⃦⃦
𝑔𝑤𝑓−𝑤

⃦⃦
1
6 ‖𝑔‖𝑝 ·

⃦⃦
𝑓−1

⃦⃦
𝑞
=

‖𝑔‖𝑝
‖𝑓‖−𝑞

.

При 𝑤 = 1 берём показатели 𝑝 и 𝑝′ = 𝑝
𝑝−1 6 𝑞, и имеем⃦⃦⃦⃦

𝑔

𝑓

⃦⃦⃦⃦
1

=
⃦⃦
𝑔𝑓−1

⃦⃦
1
6 ‖𝑔‖𝑝 ·

⃦⃦
𝑓−1

⃦⃦
𝑝′ 6

‖𝑔‖𝑝
‖𝑓‖−𝑞

.

Так как
‖𝑔‖𝑝

‖𝑓‖−𝑞
6 1, то отсюда и

⃦⃦⃦
𝑔
𝑓

⃦⃦⃦
𝑤
6 1, что делает корректной первую оценку

в лемме. Подставляя, получаем левую часть (1.4). Для доказательства оценки
снизу применим оценку сверху для частного ‖(𝑓+𝑔)+(−𝑔)‖0

‖𝑓+𝑔‖0
. Лемма доказана.
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Из леммы 1 получаем 3 следствия:

Следствие 1. Если ‖𝑓‖−∞ > 0, то ‖𝑓‖0 −
‖𝑓‖0

‖𝑓‖−∞
‖𝑔‖∞ 6 ‖𝑓 + 𝑔‖0 6 ‖𝑓‖0+

+
‖𝑓‖0

‖𝑓‖−∞
‖𝑔‖∞.

Следствие 2. Если ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖+∞ → 0 (то есть последовательность 𝑓𝑛 рав-
номерно сходится к 𝑓), и ‖𝑓‖−∞ > 0, то ‖𝑓𝑛‖0 → ‖𝑓‖0.

Для переноса предельных соотношений в общем случае необходимо дополни-
тельное ограничение на поведение 𝑓𝑛, так как оценка снизу отличается от оценки
сверху.

Следствие 3. Пусть ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖𝑝 = 𝜀𝑛 → 0, ‖𝑓‖0 > 0 и существует неубы-
вающая функция ℎ такая, что |𝑓𝑛|* (𝑡) > ℎ (𝑡), где под 𝑓* понимаем неубыва-
ющую перестановку функции, и ‖ℎ‖−𝑞 > 0. Тогда lim

𝑛→∞
‖𝑓𝑛‖0 = ‖𝑓‖0, причём

‖𝑓𝑛‖0 − ‖𝑓‖0 = 𝑂 (𝜀𝑤𝑛 ), где 𝑤 = min

(︃
1

1
𝑝 + 1

𝑞

, 1

)︃
.

Доказательство. Положим 𝑔𝑛 = 𝑓𝑛 − 𝑓 и применим лемму 1:

1

1 +
‖𝑔𝑛‖𝑤

𝑝

‖ℎ‖𝑤
−𝑞

·
(︁
2

1
𝑤 − 1

)︁ 6 1

1 +
‖𝑔‖𝑤

𝑝

‖𝑓𝑛‖𝑤
−𝑞

·
(︁
2

1
𝑤 − 1

)︁ 6 ‖𝑓𝑛‖0
‖𝑓‖0

6 1 +
‖𝑔𝑛‖𝑤𝑝
‖𝑓‖𝑤−𝑞

·
(︁
2

1
𝑤 − 1

)︁
.

Из этого соотношения и следует необходимая предельная оценка.
Таким образом, хотя в 𝐿0 нельзя получить сразу сходимость норм из сходи-

мости по норме, но при повышении порядка суммируемости (величины
⃦⃦⃦
𝑓𝑛
𝑓

⃦⃦⃦
0
)

до 𝑤 получаем скорость сходимости, аналогичную пространству 𝐿𝑤.
В лемме 1 требуется, чтобы ‖𝑓‖−𝑞 > 0. Для многих простых функций (напри-

мер 𝑡𝛼) нельзя указать точного показателя суммируемости 𝑞, и соответственно
𝑤 не будет наилучшим указателем скорости приближения. Рассмотрим эти гра-
ничные случаи отдельно, для удобства записи сразу в предельной форме.

Лемма 2. Пусть 0 < ‖𝑓‖0 < +∞, 0 < 𝑝 < +∞, ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖𝑝 = 𝜀𝑛 → 0, и
|𝑓 |* (𝑡) ∼ 𝐶𝑡𝛼 при 𝑡→ 0, 1

𝑝 + 𝛼 > 1. Тогда имеем, полагая 𝑤 = 1
1
𝑝+𝛼

,

‖𝑓𝑛‖0 − ‖𝑓‖0 6 𝐶𝑓𝜀
𝑤
𝑛 ln

𝛼𝑤 1

𝜀𝑛
. (1.5)

Если дополнительно выполняется |𝑓𝑛|* (𝑡) > ℎ (𝑡), где ℎ (𝑡) ∼𝑀𝑡𝛽, то

‖𝑓𝑛‖0 − ‖𝑓‖0 > −𝐶𝑓𝜀
𝑤
𝑛 ln

1

𝜀𝑛
. (1.6)

Величины 𝐶𝑓 не зависят от 𝑛.
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Доказательство. Положим для 𝜀 > 0 𝑓𝜀 (𝑡) = max (𝑓 (𝑡) , 𝜀) и обозначим
𝑔 = 𝑓𝑛 − 𝑓 . Тогда

‖𝑓𝑛‖0
‖𝑓‖0

=
‖𝑓 + 𝑔‖0
‖𝑓‖0

=

⃦⃦⃦⃦
𝑓

𝑓𝜀
+

𝑔

𝑓𝜀

⃦⃦⃦⃦
0

·
⃦⃦⃦⃦
𝑓𝜀
𝑓

⃦⃦⃦⃦
0

6

⃦⃦⃦⃦
1 +

⃒⃒⃒⃒
𝑔

𝑓𝜀

⃒⃒⃒⃒⃦⃦⃦⃦
0

·
⃦⃦⃦⃦
𝑓𝜀
𝑓

⃦⃦⃦⃦
0

.

Оценим каждый множитель отдельно. Для первого множителя воспользуемся
леммой 1 с показателями 𝑝 и 𝑞 = 1

𝛼 :⃦⃦⃦⃦
1 +

𝑔

𝑓𝜀

⃦⃦⃦⃦
0

6 1 +
‖𝑔‖𝑤𝑝
‖𝑓𝜀‖𝑤−𝑞

·
(︁
2

1
𝑤 − 1

)︁
.

Для
⃦⃦⃦
𝑓𝜀
𝑓

⃦⃦⃦
0

и ‖𝑓𝜀‖−𝑞 сначала рассмотрим случай |𝑓 |* (𝑡) = 𝐶𝑡𝛼. Тогда, полагая

𝑡0 =
(︀

𝜀
𝐶

)︀ 1
𝛼 =

(︀
𝜀
𝐶

)︀𝑞, имеем
⃦⃦⃦
𝑓𝜀
𝑓

⃦⃦⃦
0
= exp

(︂
1
2𝜋

𝑡0∫︀
0

ln
(︀
𝐶𝑡𝛼

𝜀

)︀)︂
= exp

(︀
𝛼
2𝜋

(︀
𝜀
𝐶

)︀𝑞)︀, и

‖𝑓𝜀‖−𝑞 =

(︂
1
2𝜋

2𝜋∫︀
0

𝑓−𝑞
𝜀 (𝑡) 𝑑𝑡

)︂−𝛼

=

(︃
1
2𝜋

𝑡0∫︀
0

(𝐶𝑡𝛼0 )
−𝑞
𝑑𝑡+ 1

2𝜋

2𝜋∫︀
𝑡0

(𝐶𝑡𝛼)
−𝑞
𝑑𝑡

)︃−𝛼

=

= 𝐶
(︀

1
2𝜋 (1 + ln (2𝜋)− ln (𝑡0))

)︀−𝛼 ∼ 𝐶𝑓

(︀
ln 1

𝜀

)︀−𝛼
.

Отсюда делаем вывод, что для |𝑓 |* (𝑡) ∼ 𝐶𝑡𝛼 верно 1 6
⃦⃦⃦
𝑓𝜀
𝑓

⃦⃦⃦
0
6 1 + 𝐶𝑓𝜀

𝑞 и

‖𝑓𝜀‖−𝑞 ∼ 𝐶𝑓

(︀
ln 1

𝜀

)︀−𝑞, где 𝐶𝑓 — некоторые величины, не зависящие от 𝜀. Тогда

‖𝑓𝑛‖0
‖𝑓‖0

6

(︂
1 + 𝐶𝑓𝜀

𝑤
𝑛

(︂
ln

1

𝜀

)︂𝑞𝑤 (︁
2

1
𝑤 − 1

)︁)︂
· (1 + 𝐶𝑓𝜀

𝑞) . (1.7)

Теперь выберем 𝜀, чтоб оценка в (1.7) была оптимальной. Для этого надо сделать

отличия от 1 в двух множителях примерно одинаковыми. Полагая 𝜀 = (𝜀𝑛)
𝑤
𝑞 ,

получим оценку сверху в (1.5). Для оценки снизу из (1.7) аналогично положим
𝑓𝜀 (𝑡) = max (𝑓𝑛 (𝑡) , 𝜀). Тогда

‖𝑓‖0

‖𝑓𝑛‖0
=
⃦⃦⃦
𝑓𝑛
𝑓𝜀

− 𝑔

𝑓𝜀

⃦⃦⃦
0
·
⃦⃦⃦

𝑓𝜀
𝑓𝑛

⃦⃦⃦
0
6
⃦⃦⃦
1 +

⃒⃒⃒
𝑔

𝑓𝜀

⃒⃒⃒⃦⃦⃦
0
·
⃦⃦⃦

𝑓𝜀
𝑓𝑛

⃦⃦⃦
0
6

6

(︂
1 +

‖𝑔‖𝑤
𝑝

‖𝑓𝜀‖𝑤

−𝑞

·
(︁
2

1
𝑤 − 1

)︁)︂
·
⃦⃦⃦

𝑓𝜀
𝑓𝑛

⃦⃦⃦
0
.

Оценки для
⃦⃦⃦

𝑓𝜀
𝑓𝑛

⃦⃦⃦
0

и
⃦⃦⃦
𝑓𝜀

⃦⃦⃦
−𝑞

также будут схожими, для ℎ (𝑡) =𝑀𝑡𝛽 имеем:

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑓𝜀𝑓𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦
0

= exp

⎛⎝ 1

2𝜋

𝑡0∫︁
0

ln

(︂
𝑀𝑡𝛽

𝜀

)︂⎞⎠ = exp

(︂
𝑡0
2𝜋

ln
(︁ 𝜀

𝑀

)︁
− 𝛽𝑡0

2𝜋
(ln 𝑡0 − 1)

)︂

и, следовательно, в общем случае 1 6
⃦⃦⃦

𝑓𝜀
𝑓𝑛

⃦⃦⃦
0
6 1 + 𝐶𝑓𝜀

𝑞 ln 1
𝜀 . Схожим образом

получаем
⃦⃦⃦
𝑓𝜀

⃦⃦⃦
−𝑞

∼ 𝐶𝑓

(︀
ln 1

𝜀

)︀−𝛼. Остальные рассуждения не отличаются от случая

оценки сверху, только меняется в итоге степень у логарифма. Лемма доказана.
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Заметим, что из (0.4) следует, что возможно применять леммы 1 и 2 и на
единичной окружности.

Нашей целью является получение асимптотической оценки константы ‖𝑆2𝑛,𝑟‖0
в неравенстве Сеге в 𝐿0 (Арестов, [6]):⃦⃦⃦

𝑇 (𝑟)
𝑛

⃦⃦⃦
𝐿0

6 ‖𝑆2𝑛,𝑟‖0 · ‖𝑇𝑛‖𝐿0
,

где

𝑆2𝑛,𝑟 (𝑧) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘𝑟𝐶𝑛+𝑘
2𝑛

(︁
𝑧𝑛+𝑘 + (−1)

𝑟+1
𝑧𝑛−𝑘

)︁
. (1.8)

Теорема. Для ‖𝑆2𝑛,𝑟‖0 справедливо асимптотическое соотношение⃒⃒⃒⃒‖𝑆2𝑛,𝑟‖𝐿0

𝐶𝑛+1
2𝑛

−𝐾𝑟

⃒⃒⃒⃒
6
𝛼𝑟

𝑛
1
3

ln𝑛, 𝐾𝑟 = 2‖𝑄𝑟‖𝐿0
,

где 𝑄𝑟 (𝑧) =

𝑟∑︁
𝑘=0

⎛⎝ 𝑘∑︁
𝑗=0

(−1)
𝑗
𝐶𝑗

𝑘(𝑗 + 1)
𝑟

⎞⎠ (𝑧 − 1)
𝑟−𝑘

, 𝛼𝑟 не зависит от 𝑛.

Доказательство. Сначала докажем вспомогательное равенство. Пусть 𝑎𝑘,
1 6 𝑘 6 𝑛 — некоторая последовательность; как обычно, обозначим

Δ0𝑎𝑘 = 𝑎𝑘 и Δ𝑚𝑎𝑘 = Δ𝑚−1𝑎𝑘 −Δ𝑚−1𝑎𝑘+1 =

𝑚∑︁
𝑗=0

(−1)
𝑗
𝐶𝑗

𝑚𝑎𝑘+𝑗 ,

где 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛+2 = . . . = 0. Пусть 𝑊𝑛 (𝑧) =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑎𝑘
(︀
𝑧𝑛+𝑘 ± 𝑧𝑛+𝑘

)︀
. Тогда для любого

0 6 𝑚 6 𝑛− 1 справедливо тождество

(𝑧 − 1)
𝑚
𝑊𝑛 (𝑧) = −

𝑚−1∑︀
𝑘=0

Δ𝑘𝑎𝑘

(︁
𝑧𝑛+𝑘+1 ± (−1)

𝑘+𝑚−1
𝑧𝑛
)︁
(𝑧 − 1)

𝑚−1−𝑘
+

+
𝑛∑︀

𝑘=1

Δ𝑚𝑎𝑘
(︀
𝑧𝑛+𝑘+𝑚 ∓ 𝑧𝑛−𝑘

)︀
.

(1.9)

Этот факт легко следует по индукции из преобразования Абеля. В лемме 4 статьи
[8] доказано, что для последовательности 𝑎𝑘 = 𝑘𝑟𝐶𝑛+𝑘

2𝑛 справедливо неравенство⃒⃒
Δ𝑟+4𝑎𝑘

⃒⃒
6 𝐶𝑟

𝐶𝑛+1
2𝑛

𝑛2
, (1.10)

где 𝐶𝑟 — некоторая величина. Применим к 𝑆2𝑛,𝑟 (𝑧) (1.9) с 𝑚 = 𝑟 + 4 и выде-

лим отдельно коэффициент 𝐶𝑛+1
2𝑛 . Так как очевидно

⃒⃒⃒
𝐶𝑛+𝑗

2𝑛 −𝐶𝑛+1
2𝑛

𝐶𝑛+1
2𝑛

⃒⃒⃒
6 𝐵𝑗

𝑛 , то на

единичной окружности имеем, учитывая, что
𝑘∑︀

𝑗=0

(−1)
𝑗
𝐶𝑗

𝑘(𝑗 + 1)
𝑟
= 0 при 𝑘 > 𝑟:

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
𝑟+3∑︀
𝑘=0

Δ𝑘𝑎𝑘

(︁
𝑧𝑛+𝑘+1 + (−1)

𝑘+𝑟
𝑧𝑛
)︁
(𝑧 − 1)

𝑟+3−𝑘

𝐶𝑛+1
2𝑛

− 2𝑧𝑛(𝑧 − 1)
3
𝑄𝑟 (𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 6 𝐶𝑟

𝑛
.
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Для второго слагаемого⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

𝑛∑︀
𝑘=1

Δ𝑟+4𝑎𝑘
(︀
𝑧𝑛+𝑘+𝑟+4 − 𝑧𝑛−𝑘

)︀
𝐶𝑛+1

2𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 6 2

𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒
Δ𝑟+4𝑎𝑘

⃒⃒
6 2

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶𝑟

𝑛2
=

2𝐶𝑟

𝑛
.

Итого ⃒⃒⃒⃒
⃒𝑆2𝑛,𝑟 (𝑧) (𝑧 − 1)

𝑟+4

𝑧𝑛𝐶𝑛+1
2𝑛

+ 2(𝑧 − 1)
3
𝑄𝑟 (𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝐶𝑟

𝑛
, |𝑧| = 1, (1.11)

где

𝑄𝑟 (𝑧) =

𝑟∑︁
𝑘=0

⎛⎝ 𝑘∑︁
𝑗=0

(−1)
𝑘−𝑗

𝐶𝑗
𝑘(𝑗 + 1)

𝑟

⎞⎠ (𝑧 − 1)
𝑟−𝑘

. (1.12)

Таким образом, можно применить лемму 2 на единичной окружности. В ка-
честве предельной функции 𝑓 берём 2(𝑧 − 1)

3
𝑄𝑟 (𝑧). Так как оценка (1.11) равно-

мерная, то 𝑝 = +∞. Так как все нули полинома 𝑄𝑟 являются действительными
отрицательными числами, то на единичной окружности у 𝑓 есть только ноль 3-й
кратности в точке 𝑧 = 1, поэтому для перестановки имеем оценку 𝑓* > 𝐶𝑟𝑡

3,
так что 𝑞 = 1

3 и 𝑤 = 1
1
𝑝+

1
𝑞

= 1
3 . Из представления (1.11) следует, что при доста-

точно больших 𝑛 у 𝑆2𝑛,𝑟 (𝑧) (𝑧 − 1)
𝑟+4 также не может быть нулей на единичной

окружности вдали от 𝑧 = ±1, и характеристики перестановки зависят как раз от
поведения функции в окрестности точки 𝑧 = 1. Так как

𝑆2𝑛,𝑟 (1) =

⎧⎨⎩ 0, 𝑟 = 2𝑘

2
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑘𝑟𝐶𝑛+𝑘
2𝑛 , 𝑟 = 2𝑘 + 1,

то при нечётных 𝑟 можно взять ℎ (𝑡) = 𝐶𝑟𝑡
𝑟+4, а при четных 𝑟, исходя из соотно-

шения 𝑆2𝑛,𝑟(𝑧)
𝑧−1 → 𝑆′

2𝑛,𝑟 (1) = 𝑆2𝑛,𝑟+1 (1), ℎ (𝑡) = 𝐶𝑟𝑡
𝑟+5. Это позволяет получить

двустороннюю оценку. Из (1.11) 𝜀𝑛 6 𝐶𝑟

𝑛 . Подставляя все параметры в (1.5) и
(1.6), имеем⃒⃒⃒⃒

⃒
⃦⃦⃦⃦
⃦𝑆2𝑛,𝑟 (𝑧) (𝑧 − 1)

𝑟+4

𝑧𝑛𝐶𝑛+1
2𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿0

−
⃦⃦⃦
2(𝑧 − 1)

3
𝑄𝑟 (𝑧)

⃦⃦⃦
𝐿0

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝑂

(︃
ln𝑛

𝑛
1
3

)︃
.

Из этого и следует (0.13). Утверждение доказано.

Заключение. В этой статье получена точная асимптотика для константы
в неравенстве Сеге в 𝐿0, что закрывает вопрос о порядковых оценках. Также
методы, применённые в этой работе, могут использоваться для дальнейших тео-
ретических исследований в пространстве 𝐿0.
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Limanska D., Samkova G. Behavior of the solutions of some systems of dif-
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equations systems partially resolved relatively to the derivatives. The sufficient conditions
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Введение. Рассматривается задача Коши вида{︂
𝐴 (𝑧)𝑌

′
= 𝐵 (𝑧)𝑌 + 𝑓 (𝑧, 𝑌, 𝑌 ′) , (1)

𝑌 (𝑧) → 0 при 𝑧 −→ 0, 𝑧 ∈ 𝐷10, (2)

где матрицы 𝐴, 𝐵 : 𝐷1 →C𝑚×𝑛, 𝐷1 = {𝑧 : |𝑧| < 𝑅1, 𝑅1 > 0} ⊂ C, матрицы 𝐴(𝑧),
𝐵(𝑧) — аналитические в области 𝐷10, 𝐷10 = 𝐷1 ∖{0}, пучок матриц 𝐴(𝑧)𝜆−𝐵(𝑧)
является сингулярным при 𝑧 → 0, функция 𝑓 : 𝐷1 ×𝐺1 ×𝐺2 → C𝑚, где области
𝐺𝑘 ⊂ C𝑛, 0 ∈ 𝐺𝑘, 𝑘 = 1, 2, функция 𝑓(𝑧, 𝑌, 𝑌

′
) является аналитической всюду в

𝐷10 ×𝐺10 ×𝐺20, 𝐺𝑘0 = 𝐺𝑘 ∖{0}, 𝑘 = 1, 2 и в точке (0, 0, 0) имеет изолированную
особую точку.

Исследование поведения решений систем обыкновенных дифференциальных
уравнений вблизи особой точки начаты в середине XIX века в работах Р. Фукса,

c○Лиманская Д. Е., Самкова Г. Е., 2014
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Ш. Брио и Ж. Буке и далее продолжены в работах А. М. Ляпунова, П. Пенлеве
и многих других.

Впоследствии исследования подобных задач разбилось на 2 класса: иссле-
дования в вещественной области, проводимые P. R. Frommer, P. E. Hartmann,
T. Wazewski, A. Winter, В. Н. Зубовым, В. Ф. Мячиным, А. В. Костиным, А. Ф. Ан-
дреевым, А. Д. Брюно и многими другими, и в комплексной области, проводимые
Э. И. Грудо, M. Jwano, W. Trjitzinsky, M. Hurukaru, W.Wasow и многими другими.

Отдельной задачей является изучение вопросов существования и асимпто-
тического поведения решений систем уравнений, не разрешенных относительно
производных. В вещественной области в работах А. Самойленко [5], Н. Шкиля [7],
И. Старуна, В. Яковца, А. Еременко и других проводятся исследования решений
систем с постоянными и переменными пучками матриц.

Впервые уравнение, не разрешенное относительно производных, в комплекс-
ной области в конце XIX века исследовал французский математик П. Пенлеве.
Вместе с Р. Фуксом П. Пенлеве были доказаны теоремы, согласно которым вы-
делены классы уравнений, решения которых не имеют подвижных особых точек
или существенно особых точек однозначного характера.

Исследования конкретных видов систем, не разрешенных относительно про-
изводных, проведены в работах М. Jwano [9], O Song Guk [10], Pak Ponk Chol,
В. И. Громака и других. При этом изучаются вопросы о свойствах и числе реше-
ний сингулярных задач Коши в комплексной области с особой точкой на границе.
Такие же классы задач изучались методом аналитического продолжения реше-
ний Р. Г. Грабовской [2], Л. Г. Просенюком, В. Г. Оскрого и другими.

Исследования Р. Г. Грабовской и J. Diblic [1, 2, 8] в вещественной области
систем, не разрешенных относительно производных, продолжены в комплексной
области в работах Г. Е. Самковой [3, 4], Н. В. Шарай [6], Михайленко Е. А. и
других.

В данной работе исследуется задача Коши (1)-(2) в предположении, что 𝑚 =
𝑛 = 𝑝, матрица 𝐴 (𝑧) — аналитическая матрица в области 𝐷1 и 𝑟𝑎𝑛𝑔𝐴 (𝑧) = 𝑝
при 𝑧 ∈ 𝐷1, матрица 𝐵 (𝑧) — аналитическая в области 𝐷10 и имеет в точке
𝑧 = 0 устранимую особую точку.

Исследуются вопросы существования аналитических решений задачи Коши
(1)–(2), удовлетворяющих дополнительному условию

𝑌
′
(𝑧) → 0 при 𝑧 −→ 0, 𝑧 ∈ 𝐷10. (3)

По условию 𝐴−1 (𝑧)𝐵 (𝑧) — аналитическая матрица в области 𝐷10 и в точке
𝑧 = 0 имеет устранимую особую точку. Вектор-функция 𝑓 (𝑧, 𝑌, 𝑌 ′) — аналити-
ческая в области 𝐷10×𝐺10×𝐺20, а значит, в точке (0, 0, 0) имеет изолированную
особую точку. Cледовательно, по теореме об изолированной особой точке для
функции многих комплексных переменных, точка (0, 0, 0) — ее устранимая осо-
бая точка. Доопределим вектор-функцию 𝑓 (𝑧, 𝑌, 𝑌 ′) в точке (0, 0, 0) так, чтобы
она стала аналитической функцией в области 𝐷1 ×𝐺1 ×𝐺2 и 𝑓 (0, 0, 0) = 0.

Введем обозначения:

𝑃 (𝑧) = 𝐴−1 (𝑧)𝐵 (𝑧) , 𝐹 (𝑧, 𝑌, 𝑌 ′) = 𝐴−1 (𝑧) 𝑓 (𝑧, 𝑌, 𝑌 ′) , (4)

тогда система (1) примет вид

𝑌
′
= 𝑃 (𝑧)𝑌 + 𝐹 (𝑧, 𝑌, 𝑌 ′) , (5)
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где 𝑃 (𝑧) — аналитическая матрица в области 𝐷10, 𝐹 (𝑧, 𝑌, 𝑌 ′) — аналитическая
вектор-функция в области 𝐷1 ×𝐺1 ×𝐺2.

Так как матрица 𝑃 (𝑧) в точке 𝑧 = 0 имеет устранимую особую точку, то
доопределим матрицу 𝑃 (𝑧) в точке 𝑧 = 0 так, чтобы она стала аналитической в
области 𝐷1.

Согласно методу аналитического продолжения решений систему (5) изучим
вдоль двух семейств кривых, а затем проведем аналитическое продолжение ре-
шений с кривой одного семейства при помощи кривых второго семейства на неко-
торую область.

Предварительные результаты. На комплексной плоскости введем
множества:

1) 𝐼 = {𝑧 = 𝑡𝑒𝑖𝑣 ∈ C : 𝑡 ∈ (0, 𝑡1] , 𝑡1 > 0, 𝑣 ∈ [𝑣1, 𝑣2] , 𝑣1 < 𝑣2};

2) 𝐿𝑣0 = {𝑧 = 𝑡𝑒𝑖𝑣 ∈ C : 𝑡 ∈ (0, 𝑡1] , 𝑣 = 𝑣0}, где 𝑣0 ∈ [𝑣1, 𝑣2] , 𝑣0 — фиксирован-
ное число;

3) 𝑂𝑡0 = {𝑧 = 𝑡𝑒𝑖𝑣 ∈ C : 𝑡 = 𝑡0, 𝑣 ∈ [𝑣1, 𝑣2]}, где 𝑡0 ∈ (0, 𝑡1] , 𝑡0 — фиксированное
число.

Пусть вещественнозначные функции 𝑝(𝑡, 𝑣), 𝑔(𝑡, 𝑣) принимают неотрицатель-
ные зачения на множестве 𝐼.

Определение 1. Будем говорить, что функция 𝑝(𝑡, 𝑣) обладает свойством
Q1 относительно функции 𝑔(𝑡, 𝑣) на множестве 𝐼 при 𝑡 → +0, если функция
𝑝(𝑡, 𝑣) является функцией более высокого порядка малости относительно функ-
ции 𝑔(𝑡, 𝑣) при 𝑡→ +0 равномерно относительно 𝑣 ∈ [𝑣1, 𝑣2].

Определение 2. Будем говорить, что функция 𝑝(𝑡, 𝑣) обладает свойством
Q2 относительно функции 𝑔(𝑡, 𝑣) на множестве 𝐼, если существуют такие
𝐶1 > 0, 𝐶2 > 0, что равномерно относительно 𝑡 ∈ (0, 𝑡1] выполняется неравен-
ство

𝐶1|𝑔(𝑡, 𝑣)| ≤ |𝑝(𝑡, 𝑣)| ≤ 𝐶2|𝑔(𝑡, 𝑣)| ∀ 𝑣 ∈ [𝑣1, 𝑣2] .

Введем вспомогательные вектор-функции:

𝜙(0) (𝑧) =
(︁
𝜙
(0)
1 (𝑧) , . . . , 𝜙(0)

𝑝 (𝑧)
)︁
, 𝜙(0) : 𝐼 → C𝑝, 𝑧 (𝑡, 𝑣) = 𝑡𝑒𝑖𝑣,

𝜓
(0)
𝑗 (𝑡, 𝑣) =

⃒⃒⃒
𝜙
(0)
𝑗 (𝑧 (𝑡, 𝑣))

⃒⃒⃒
, 𝑗 = 1, 𝑝, 𝜓(0) (𝑡, 𝑣) =

(︁
𝜓
(0)
1 (𝑡, 𝑣) , . . . , 𝜓(0)

𝑝 (𝑡, 𝑣)
)︁
.

Определение 3. Будем говорить, что аналитическая на множестве 𝐼
вектор-функция 𝜙(0) (𝑧) обладает свойством 𝑇0, если для любых 𝑧 (𝑡, 𝑣) ∈ 𝐼 вы-
полнены следующие условия:

𝜓
(0)
𝑗 (𝑡, 𝑣) > 0, 𝑗 = 1, 𝑝;

(︁
𝜓
(0)
𝑗 (𝑡, 𝑣)

)︁′

𝑡
> 0, 𝑗 = 1, 𝑝;

(︁
𝜓
(0)
𝑗 (𝑡, 𝑣)

)︁′

𝑣
> 0, 𝑗 = 1, 𝑝;

𝜓
(0)
𝑗 (+0, 𝑣) = 0, 𝑗 = 1, 𝑝,

(︁
𝜓
(0)
𝑗 (+0, 𝑣)

)︁′

𝑡
= 0, 𝑗 = 1, 𝑝.
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Система (5) на множестве 𝐿𝑣0

Рассмотрим систему (5) на отрезке 𝐿𝑣0 при произвольном фиксированном
𝑣0 ∈ [𝑣1, 𝑣2].

При 𝑧 = 𝑧 (𝑡, 𝑣0) = 𝑡𝑒𝑖𝑣0 в системе (5) представим каждую из функций и
матриц в алгебраической форме, отделяя вещественные и мнимые части и вводя
следующие обозначения:

𝑌 (𝑧 (𝑡, 𝑣0)) = 𝑌 (𝑡) , 𝑌 (𝑡) = 𝑌1 (𝑡) + 𝑖𝑌2 (𝑡) ;

𝑌𝑗 (𝑡) = 𝑐𝑜𝑙
(︁
𝑌𝑗1 (𝑡) , . . . , 𝑌𝑗𝑝 (𝑡)

)︁
, 𝑗 = 1, 2;

𝑃 (𝑧 (𝑡, 𝑣0))=‖𝑝𝑗𝑘 (𝑡)‖𝑝𝑗,𝑘=1 = 𝑃1 (𝑡) + 𝑖𝑃2 (𝑡) ,

𝑃𝑠 (𝑡)=
⃦⃦⃦
𝑝
(𝑠)
𝑗𝑘 (𝑡)

⃦⃦⃦𝑝
𝑗,𝑘=1

, 𝑠 = 1, 2,

где 𝑝𝑗𝑘 (𝑡) = 𝑝
(1)
𝑗𝑘 (𝑡) + 𝑖𝑝

(2)
𝑗𝑘 (𝑡) , 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑝.

𝐹 (𝑧(𝑡, 𝑣0), 𝑌 (𝑧(𝑡, 𝑣0)), 𝑌
′(𝑧(𝑡, 𝑣0))) = 𝐹

(︁
𝑡, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′
1 , 𝑌

′

2

)︁
;

𝐹
(︁
𝑡, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′
1 , 𝑌

′

2

)︁
= 𝑐𝑜𝑙

(︁
𝐹1

(︁
𝑡, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′
1 , 𝑌

′

2

)︁
, . . . , 𝐹𝑝

(︁
𝑡, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′
1 , 𝑌

′
2

)︁)︁
,

𝐹𝑗

(︁
𝑡, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′
1 , 𝑌

′

2

)︁
= 𝐹1𝑗

(︁
𝑡, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′
1 , 𝑌

′

2

)︁
+ 𝑖𝐹2𝑗

(︁
𝑡, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′
1 , 𝑌

′

2

)︁
, 𝑗 = 1, 𝑝.

В итоге при 𝑧 = 𝑧 (𝑡, 𝑣0) = 𝑡𝑒𝑖𝑣0 система (5) примет вид(︁
𝑌

′

1 + 𝑖𝑌
′

2

)︁
= (𝑃 1 + 𝑖𝑃2)

(︁
𝑌1 + 𝑖𝑌2

)︁
𝑒𝑖𝑣0+

+𝑒𝑖𝑣0

(︁
𝑅𝑒𝐹

(︁
𝑡, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′

1 , 𝑌
′

2

)︁
+ 𝑖𝐼𝑚𝐹

(︁
𝑡, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′
1 , 𝑌

′

2

)︁)︁
.

(6)

Введем матрицы и вектор-функцию вида

𝑃 (𝑡) =

(︂
𝑃1 (𝑡) −𝑃 2 (𝑡)

𝑃2 (𝑡) 𝑃1 (𝑡)

)︂
;

𝑓
(︁
𝑡, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′

1 , 𝑌
′

2

)︁
=

= 𝑐𝑜𝑙
(︁
𝐹11

(︁
𝑡, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′

1 , 𝑌
′

2

)︁
. . . 𝐹1𝑝

(︁
𝑡, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′

1 , 𝑌
′

2

)︁
. . .

. . . 𝐹21

(︁
𝑡, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′

1 , 𝑌
′

2

)︁
. . . 𝐹2𝑝

(︁
𝑡, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′

1 , 𝑌
′

2

)︁)︁
;

(7)

𝑄̃1 (𝑣0) =

(︂
cos (𝑣0) 𝐸 −sin (𝑣0) 𝐸
sin (𝑣0) 𝐸 cos (𝑣0) 𝐸

)︂
,

где 𝐸 — единичная матрица размерности 𝑝× 𝑝.
Приравняем слева и справа в системе (6) действительные и мнимые части

записанных вектор-функций. Тогда система (6) примет вид(︂
𝑌 ′
1 (𝑡)

𝑌 ′
2 (𝑡)

)︂
= 𝑃 (𝑡) 𝑄̃1 (𝑣0)

(︂
𝑌1 (𝑡)

𝑌2 (𝑡)

)︂
+ 𝑄̃1 (𝑣0) 𝑓

(︁
𝑡, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′

1 , 𝑌
′

2

)︁
. (8)
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Таким образом, система (5) вдоль отрезка 𝐿𝑣0 при произвольном фиксиро-
ванном 𝑣0 ∈ [𝑣1, 𝑣2] будет иметь вид (8).

Система (5) на множестве 𝑂𝑡0

Рассмотрим систему (5) вдоль дуги окружности 𝑂𝑡0 при произвольном фик-
сированном 𝑡0 ∈ (0, 𝑡1].

При 𝑧 = 𝑧 (𝑡0, 𝑣) = 𝑡0𝑒
𝑖𝑣 в системе (5) представим каждую из функций и

матриц в алгебраической форме, отделяя вещественные и мнимые части и вводя
следующие обозначения:

𝑌 (𝑧(𝑡0, 𝑣)) = 𝑌 (𝑣) , 𝑌 (𝑣) = 𝑌1 (𝑣) + 𝑖𝑌2(𝑣);

𝑌𝑗 (𝑣) = 𝑐𝑜𝑙
(︁
𝑌𝑗1 (𝑣) , . . . , 𝑌𝑗𝑝 (𝑣)

)︁
, 𝑗 = 1, 2

𝑃 (𝑧(𝑡0, 𝑣)) = ‖𝑝𝑗𝑘 (𝑣)‖𝑝𝑘,𝑗=1 = 𝑃1 (𝑣) + 𝑖𝑃2(𝑣);

𝑃𝑠 (𝑣)=
⃦⃦⃦
𝑝
(𝑠)
𝑗𝑘 (𝑣)

⃦⃦⃦𝑝
𝑗,𝑘=1

, 𝑠 = 1, 2,

где 𝑝𝑗𝑘 (𝑣) = 𝑝
(1)
𝑗𝑘 (𝑣) + 𝑖𝑝

(2)
𝑗𝑘 (𝑣) , 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑝.

𝐹
(︁
𝑧 (𝑡0, 𝑣) , 𝑌 (𝑧 (𝑡0, 𝑣)) , 𝑌

′
(𝑧 (𝑡0, 𝑣))

)︁
= 𝐹

(︁
𝑣, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′

1 , 𝑌
′

2

)︁
,

𝐹
(︁
𝑣, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′

1 , 𝑌
′

2

)︁
=𝑐𝑜𝑙

(︁
𝐹1(𝑣, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′

1 , 𝑌
′

2 ), . . . , 𝐹𝑝(𝑣, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌
′

1 , 𝑌
′

2 )
)︁
,

𝐹𝑗

(︁
𝑣, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′

1 , 𝑌
′

2

)︁
= 𝐹1𝑗

(︁
𝑣, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′

1 , 𝑌
′

2

)︁
+ 𝑖𝐹2𝑗

(︁
𝑣, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′

1 , 𝑌
′

2

)︁
,

𝑗 = 1, 𝑝.

В итоге при 𝑧 = 𝑧 (𝑡0, 𝑣) = 𝑡0𝑒
𝑖𝑣 система (5) примет вид(︁

𝑌
′

1 + 𝑖𝑌
′

2

)︁
= 𝑖𝑡0𝑒

𝑖𝑣
(︁
𝑃1 + 𝑖𝑃2

)︁(︁
𝑌1 + 𝑖𝑌2

)︁
+

+𝑖𝑡0𝑒
𝑖𝑣
(︁
𝑅𝑒𝐹

(︁
𝑣, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′

1 , 𝑌
′

2

)︁
+ 𝑖𝐼𝑚𝐹

(︁
𝑣, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′

1 , 𝑌
′

2

)︁)︁
.

(9)

Введем матрицы и вектор-функцию вида

𝑃 (𝑣) =

(︂
𝑃1 (𝑣) −𝑃2 (𝑣)

𝑃2 (𝑣) 𝑃1 (𝑣)

)︂
;

𝑓
(︁
𝑣, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′

1 , 𝑌
′

2

)︁
=

= 𝑐𝑜𝑙(𝐹11

(︁
𝑣, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′

1 , 𝑌
′

2

)︁
. . . 𝐹1𝑝

(︁
𝑣, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′

1 , 𝑌
′

2

)︁
. . .

. . . 𝐹21

(︁
𝑣, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′

1 , 𝑌
′

2

)︁
. . . 𝐹2𝑝

(︁
𝑣, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′

1 , 𝑌
′

2

)︁
);

𝑄̂1 (𝑣) =

(︂
−sin (𝑣) 𝐸 −cos(𝑣)𝐸
cos(𝑣)𝐸 −sin (𝑣) 𝐸

)︂
.
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Приравняем слева и справа в системе (9) действительные и мнимые части
записанных вектор-функций. Тогда система (9) примет вид:(︂

𝑌 ′
1 (𝑣)

𝑌 ′
2 (𝑣)

)︂
= 𝑡0𝑃 (𝑣) 𝑄̂1 (𝑣)

(︂
𝑌1 (𝑣)

𝑌2 (𝑣)

)︂
+ 𝑡0𝑄̂1 (𝑣) 𝑓

(︁
𝑣, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′
1 , 𝑌

′
2

)︁
. (10)

Таким образом, система (5) вдоль дуги окружности 𝑂𝑡0 при произвольном
фиксированном 𝑡0 ∈ (0, 𝑡1] будет иметь вид (10).

Некоторые классы функций и свойства систем
Введем вспомогательное свойство 𝑆1, согласно которому элементы матрицы

𝑃 (𝑧) удовлетворяют некоторым условиям.
Определение 4. Будем говорить, что матрица 𝑃 (𝑧) обладает свойством

𝑆1 относительно вектор-функции 𝜙(0) (𝑧) , если выполняются условия:

1) функции
(︁
𝜓
(0)
𝑗 (𝑡, 𝑣0)

)︁′

𝑡
обладают свойством 𝑄1 относительно функций

|̃︀𝑝𝑗𝑗(𝑡)|𝜓(0)
𝑗 (𝑧(𝑡, 𝑣0)), 𝑗 = 1, 𝑝, на множестве 𝐼 при 𝑡→ +0;

2) функции
(︁
𝜓
(0)
𝑗 (𝑡0, 𝑣)

)︁′

𝑣
обладают свойством 𝑄2 относительно функций

|̂︀𝑝𝑗𝑗 (𝑣)|𝜓(0)
𝑗 (𝑡0, 𝑣), 𝑗 = 1, 𝑝, на множестве 𝐼;

3) функции |̃︀𝑝𝑗𝑘 (𝑡)|𝜓(0)
𝑘 (𝑡, 𝑣0) обладают свойством 𝑄1 относительно функций(︁

𝜓
(0)
𝑗 (𝑡, 𝑣0)

)︁′

𝑡
, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑝, 𝑗 ̸= 𝑘, на множестве 𝐼 при 𝑡→ +0;

4) функции |̂︀𝑝𝑗𝑘 (𝑣)|𝜓(0)
𝑘 (𝑡0, 𝑣) обладают свойством 𝑄2 относительно функций(︁

𝜓
(0)
𝑗 (𝑡0, 𝑣)

)︁′

𝑣
, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑝, 𝑗 ̸= 𝑘, на множестве 𝐼.

Введем вспомогательное свойство 𝑀1, согласно которому элементы вектор-
функции 𝐹 (𝑧, 𝑌, 𝑌 ′) удовлетворяют некоторым условиям.

Обозначим множества: ̃︀Ω (︀𝛿, 𝜙(0) (𝑧 (𝑡, 𝑣0))
)︀
=

=

{︂(︁
𝑡, 𝑌1, 𝑌2

)︁
: 𝑡 ∈ (0, 𝑡1] , 𝑌

2
1𝑗 + 𝑌 2

2𝑗 < 𝛿2𝑗

(︁
𝜓
(0)
𝑗 (𝑡, 𝑣0)

)︁2
, 𝑗 = 1, 𝑝

}︂
,

(11)

̂︀Ω (︀𝜏, 𝜙(0)𝑧 ((𝑡0, 𝑣))
)︀
=

=

{︂(︁
𝑣, 𝑌1, 𝑌2

)︁
: 𝑣 ∈ [𝑣1, 𝑣2] , 𝑌

2
1𝑗 + 𝑌 2

2𝑗 < 𝜏2𝑗

(︁
𝜓
(0)
𝑗 (𝑡0, 𝑣)

)︁2
, 𝑗 = 1, 𝑝

}︂
,

(12)

где 𝑣0 — фиксировано на [𝑣1, 𝑣2], 𝑡0 фиксировано на (0, 𝑡1], 𝛿 = (𝛿1, . . . , 𝛿𝑝) , 𝜏 =
= (𝜏1, . . . , 𝜏𝑝) , 𝛿𝑗 , 𝜏𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, 𝑝.

Определение 5. Будем говорить, что вектор-функция 𝐹 (𝑧, 𝑌, 𝑌 ′) облада-
ет свойством 𝑀1 относительно вектор-функции 𝜙(0) (𝑧), если выполняются
условия:

1) для любых
(︁
𝑡, 𝑌1, 𝑌2

)︁
∈ ̃︀Ω (︀𝛿, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡, 𝑣0))

)︀
функции 𝐹𝑘𝑗(𝑡,𝑌1,𝑌2,𝑌

′

1 ,𝑌
′

2 )

обладают свойством 𝑄1 на множестве 𝐼 относительно функций |̃︀𝑝𝑗𝑗(𝑡)| ×
×𝜓(0)

𝑗 (𝑧(𝑡, 𝑣0)), 𝑗 = 1, 𝑝, 𝑘 = 1, 2 при 𝑡→ +0;
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2) для любых
(︁
𝑣, 𝑌1, 𝑌2

)︁
∈ ̂︀Ω (︀𝜏, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡0, 𝑣))

)︀
функции 𝐹𝑘𝑗(𝑣,𝑌1,𝑌2,𝑌

′

1 ,𝑌
′

2 )
обладают свойством 𝑄2 на множестве 𝐼 относительно функций |̂︀𝑝𝑗𝑗 (𝑣)| ×
×𝜓(0)

𝑗 (𝑡0, 𝑣), 𝑗 = 1, 𝑝, 𝑘 = 1, 2.

Проведем дальнейшую классификацию свойств матрицы 𝑃 (𝑧).
Введем вспомогательные функции ̃︀𝛼𝑗𝑘 (𝑡) , ̂︀𝛼𝑗𝑘 (𝑣) , 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑝 так, что:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

cos (̃︀𝛼𝑗𝑘 (𝑡)) =
𝑝
(1)
𝑗𝑘 (𝑡)√︂(︁

𝑝
(1)
𝑗𝑘 (𝑡)

)︁2
+
(︁
𝑝
(2)
𝑗𝑘 (𝑡)

)︁2

sin (̃︀𝛼𝑗𝑘 (𝑡)) =
𝑝
(2)
𝑗𝑘 (𝑡)√︂(︁

𝑝
(1)
𝑗𝑘 (𝑡)

)︁2
+
(︁
𝑝
(1)
𝑗𝑘 (𝑡)

)︁2

𝑗, 𝑘 = 1, 𝑝 ; (13)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
cos (̂︀𝛼𝑗𝑘 (𝑣)) =

𝑝
(1)
𝑗𝑘 (𝑣)√︁

(𝑝
(1)
𝑗𝑘 (𝑣))

2
+(𝑝

(2)
𝑗𝑘 (𝑣))

2

sin (̂︀𝛼𝑗𝑘 (𝑣)) =
𝑝
(2)
𝑗𝑘 (𝑣)√︁

(𝑝
(1)
𝑗𝑘 (𝑣))

2
+(𝑝

(2)
𝑗𝑘 (𝑣))

2

𝑗, 𝑘 = 1, 𝑝 . (14)

Пусть 𝑡* = min(𝑅1, 𝑡1), тогда введем области Φ+.𝑘(𝑡
* ), 𝑘 ∈ {+,−}, которые

определяются следующим образом:

Φ+.+(𝑡
*) = {(𝑡, 𝑣) : cos (𝑣 + ̃︀𝛼𝑗𝑘 (𝑡)) > 0,

sin (𝑣 + ̂︀𝛼𝑗𝑘 (𝑣)) > 0, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑝, 𝑡 ∈ (0, 𝑡*), 𝑣 ∈ (𝑣1, 𝑣2)
}︀
;

Φ+.−(𝑡
*) = {(𝑡, 𝑣) : cos (𝑣 + ̃︀𝛼𝑗𝑘 (𝑡)) > 0,

sin (𝑣 + ̂︀𝛼𝑗𝑘 (𝑣)) < 0, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑝, 𝑡 ∈ (0, 𝑡*), 𝑣 ∈ (𝑣1, 𝑣2)}.

Определение 6. Будем говорить, что система (5) принадлежит классу
𝐾+.𝑘, если матрица 𝑃 (𝑧) = 𝑃 (𝑡𝑒𝑖𝑣) такова, что (𝑡, 𝑣) ∈ Φ+.𝑘, 𝑘 ∈ {+,−}.

𝐺1.+.𝑘 (𝑡
*) = {𝑧 : 0 < |𝑧| < 𝑡*, 𝐴𝑟𝑔𝑧 ∈ Φ+.𝑘 (𝑡

*)} , 𝑘 ∈ {+,−} .

Основные результаты. Изучим асимптотику решений задачи Коши
(1)–(2) в случае, когда матрица 𝐵(𝑧) имеет в точке 𝑧 = 0 устранимую особую
точку и система (5) принадлежит одному из классов 𝐾+.𝑘, 𝑘 ∈ {+,−}.

Теорема 1. Пусть для системы (1) выполняются условия:

1. Однозначная матрица 𝐴 : 𝐷1 → Cp×p является аналитической в области
𝐷1, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝐴(𝑧) = 𝑝 при 𝑧 ∈ 𝐷1;

2. 𝐵(𝑧) — аналитическая матрица в области 𝐷10, которая в точке 𝑧 = 0
имеет устранимую особую точку и такова, что соответствующая мат-
рица 𝑃 (𝑧) обладает свойством 𝑆1 относительно некоторой вектор-функ-
ции 𝜙(0) (𝑧);

3. Вектор-функция 𝑓(𝑧, 𝑌, 𝑌 ′) является аналитической в области 𝐷10×𝐺10×
×𝐺20 и такова, что соответствующая функция 𝐹 (𝑧, 𝑌, 𝑌 ′) обладает свой-
ством 𝑀1 относительно некоторой вектор-функции 𝜙(0)(𝑧);
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4. Соответствующая системе (1) система (5) принадлежит одному из клас-
сов 𝐾+.𝑘, 𝑘 ∈ {+,−}.

Тогда для каждого 𝑘 ∈ {+,−} существует 𝑡* ∈ (0, 𝑡1), для которого ре-
шение системы (1), удовлетворяющее начальным условиям 𝑌 (𝑧0) = 𝑌0 при
𝑧0 ∈ 𝐺1.+.𝑘(𝑡

*), 𝑌0 ∈ {𝑌 : |𝑌𝑗 (𝑧0)| < 𝛿𝑗 |𝜙(0) (𝑧0) |, 𝛿𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 𝑝} аналитич-
но в области 𝐷1 ∩𝐺1.+.𝑘(𝑡

*) и обладает в этой области оценкой

|𝑌𝑗 (𝑧) |2 < 𝛿𝑗
2|𝜙(0)

𝑗 (𝑧) |
2
, 𝑗 = 1, 𝑝. (15)

Доказательство.

1. Рассмотрим систему (5) на отрезке 𝐿𝑣0 при фиксированном значении 𝑣0 ∈
∈ (𝑣1, 𝑣2).

Рассмотрим множество ̃︀Ω (︀𝛿, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡, 𝑣0))
)︀

как пересечение множеств ̃︁Ω𝑗 ви-
да

̃︀Ω(︁𝛿, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡, 𝑣0))
)︁
=

𝑝⋂︁
𝑗=1

̃︁Ω𝑗

(︁
𝛿, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡, 𝑣0))

)︁
,

где

̃︁Ω𝑗

(︁
𝛿, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡, 𝑣0))

)︁
=

=
{︁(︁
𝑡, 𝑌1, 𝑌2

)︁
: 𝑌 2

1𝑗 + 𝑌 2
2𝑗 < 𝛿2𝑗 (𝜓

(0)
𝑗 (𝑡, 𝑣0))

2
, 𝑡 ∈ (0, 𝑡1]

}︁
.

Часть границы множества ̃︁Ω𝑗 , 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑝}, будем обозначать так:

𝜕̃︁Ω𝑗

(︁
𝛿, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡, 𝑣0))

)︁
=

=
{︁(︁
𝑡, 𝑌1, 𝑌2

)︁
: 𝑌 2

1𝑗 + 𝑌 2
2𝑗 = 𝛿2𝑗 (𝜓

(0)
𝑗 (𝑡, 𝑣0))

2
, 𝑌 2

1𝑘 + 𝑌 2
2𝑘 < 𝛿2𝑘(𝜓

(0)
𝑘 (𝑡, 𝑣0))

2
,

𝑘 = 1, 𝑝, 𝑘 ̸= 𝑗, 𝑡 ∈ (0, 𝑡1]
}︀
.

Обозначим через

̃︁Φ𝑗

(︁
𝑡, 𝑌 (𝑡)

)︁
= 𝑌 2

1𝑗(𝑡) + 𝑌 2
2𝑗(𝑡)− 𝛿2𝑗

⃒⃒⃒
𝜙
(0)
𝑗 (𝑡, 𝑣0)

⃒⃒⃒2
, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑝}.

Тогда вектор внешней нормали поверхности 𝜕̃︁Ω𝑗 (𝛿, 𝜙(𝑧 (𝑡, 𝑣0))) при фикси-
рованном 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑝} будет иметь вид

−→
N𝑗

2
=
(︁
−𝛿2𝑗 · 𝜓

(0)
𝑗 (𝑡, 𝑣0) · (𝜓(0)

𝑗 (𝑡, 𝑣0))
′

𝑡, 0, . . . , 0, 𝑌1𝑗 , 0, . . . , 0, 𝑌2𝑗 , 0, . . . 0
)︁
.

Пусть
−→
𝑇 — вектор поля направлений системы (8) в произвольной фиксиро-

ванной точке (𝑡*, 𝑌 (𝑡*)) ∈ 𝜕̃︀Ω𝑗 (𝛿, 𝜙(𝑧 (𝑡, 𝑣0))), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑝}.
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Обозначим:

𝑆1𝑗 =

𝑝∑︁
𝑘=1

[(𝑝
(1)
𝑗𝑘 (𝑡) cos (𝑣0)− 𝑝

(2)
𝑗𝑘 (𝑡) sin (𝑣0))𝑌1𝑘+

+(𝑝
(1)
𝑗𝑘 (𝑡) sin (𝑣0) − 𝑝

(2)
𝑗𝑘 (𝑡) cos (𝑣0))𝑌2𝑘] +

(︁
𝐹1𝑗 cos 𝑣0 − 𝐹2𝑗 sin 𝑣0

)︁
, 𝑗 = 1, 𝑝;

𝑆2𝑗 =

𝑝∑︁
𝑘=1

[(𝑝
(1)
𝑗𝑘 (𝑡) cos (𝑣0)− 𝑝

(2)
𝑗𝑘 (𝑡) sin (𝑣0))𝑌2𝑘+

+(𝑝
(1)
𝑗𝑘 (𝑡) sin (𝑣0) + 𝑝

(2)
𝑗𝑘 (𝑡) cos (𝑣0))𝑌1𝑘] +

(︁
𝐹1𝑗 sin 𝑣0 + 𝐹2𝑗 cos 𝑣0

)︁
, 𝑗 = 1, 𝑝.

Рассмотрим скалярное произведение:(︃
−→
𝑇 ,

−→
𝑁𝑗

2

)︃
= −𝛿2𝑗 · 𝜓

(0)
𝑗 (𝑡, 𝑣0) ·

(︁
𝜓
(0)
𝑗 (𝑡, 𝑣0)

)︁′

𝑡
+ 𝑆1𝑗𝑌1𝑗 + 𝑆2𝑗𝑌2𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑝.

(︃
−→
𝑇 ,

−→
𝑁𝑗

2

)︃
= − 𝛿2𝑗 · 𝜓

(0)
𝑗 (𝑡, 𝑣0) · (𝜓(0)

𝑗 (𝑡, 𝑣0))
′

𝑡 + (𝑝
(1)
𝑗𝑗 (𝑡) cos (𝑣0) −

−𝑝(2)𝑗𝑗 (𝑡) sin (𝑣0) )𝛿
2
𝑗 (𝜓

(0)
𝑗 (𝑡, 𝑣0))

2
+

+

𝑝∑︁
𝑘 = 1
𝑘 ̸= 𝑗

(︁
𝑝
(1)
𝑗𝑘 (𝑡) cos (𝑣0) − 𝑝

(2)
𝑗𝑘 (𝑡) sin (𝑣0)

)︁(︁
𝑌1𝑘𝑌1𝑗 + 𝑌2𝑘𝑌2𝑗

)︁
+

+

𝑝∑︁
𝑘 = 1
𝑘 ̸= 𝑗

(︁
𝑝
(1)
𝑗𝑘 (𝑡) sin (𝑣0) + 𝑝

(2)
𝑗𝑘 (𝑡) cos (𝑣0)

)︁(︁
𝑌2𝑘𝑌1𝑗 − 𝑌1𝑘𝑌2𝑗

)︁
+

+
(︁
𝐹1𝑗 cos 𝑣0 − 𝐹2𝑗 sin 𝑣0

)︁
𝑌1𝑗 +

(︁
𝐹1𝑗 sin 𝑣0 + 𝐹2𝑗 cos 𝑣0

)︁
𝑌2𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑝. (16)

Так как, по условию, матрица 𝑃 (𝑧) обладает свойством 𝑆1, а вектор-функция
𝐹 (𝑧, 𝑌, 𝑌 ′) обладает свойством 𝑀1 относительно вектор-функции 𝜙(0) (𝑧), то(︂

−→
𝑇 ,

−→
𝑁𝑗

2

)︂
→
√︁
(𝑝

(1)
𝑗𝑗 (𝑡))

2
+ (𝑝

(2)
𝑗𝑗 (𝑡))

2
(cos(𝑣0 + ̃︀𝛼𝑗𝑗(𝑡))) ,

𝑗 = 1, 𝑝 при 𝑡→ +0,
(17)

где функция ̃︀𝛼𝑗𝑗(𝑡) такова, что выполняется равенство (13).
Так как система (5) принадлежит одному из классов𝐾+.𝑘 (𝑡, 𝑣), 𝑘 ∈ {+,−}, то

существует такое 𝑡*, что при t ∈ (0, 𝑡*) справедливо
(︂
−→
𝑇 ,

−→
𝑁𝑗

2

)︂
> 0, 𝑗 = 1, 𝑝.

Следовательно, при 𝑡 ∈ (0, 𝑡*) поверхность 𝜕̃︀Ω (︀𝛿, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡, 𝑣0))
)︀

является
поверхностью без контакта для системы (8), причем при убывании переменной 𝑡
интегральная кривая входит в область ̃︀Ω (︀𝛿, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡, 𝑣0))

)︀
.
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Через каждую точку множества

̃︀Ω(︁𝛿, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡, 𝑣0))
)︁
∪ 𝜕̃︀Ω(︁𝛿, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡, 𝑣0))

)︁
∩ (𝑡 = 𝑡*)

проходит хотя бы одна гладкая интегральная кривая системы (8), и все инте-
гральные кривые данной системы, проходящие через точки этого множества,
остаются в области ̃︀Ω (︀𝛿, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡, 𝑣0))

)︀
при (𝑡, 𝑣0) ∈ Φ+.𝑘 (𝑡

*) , 𝑘 ∈ {+,−},
𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2), 𝑡 ∈ (0, 𝑡*). Причем выполнено неравенство

|𝑌𝑠𝑗 (𝑧 (𝑡, 𝑣0)) |2 < 𝛿𝑗
2(𝜓(0) (𝑡, 𝑣0))

2
, 𝑗 = 1, 𝑝, 𝑠 = 1, 2, (18)

при (𝑡, 𝑣0) ∈ Φ+.𝑘 (𝑡
*) , 𝑘 ∈ {+,−}.

2. Рассмотрим поведение решений системы (5) вдоль дуги окружности 𝑂𝑡0

при фиксированном 𝑡0 ∈ (0, 𝑡1) .

Рассмотрим множество ̂︀Ω (︀𝜏, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡0, 𝑣))
)︀

как пересечение множеств ̂︀Ω𝑗 ви-
да ̂︀Ω(︁𝜏, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡0, 𝑣))

)︁
=

𝑝⋂︁
𝑗=1

̂︀Ω𝑗

(︁
𝜏, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡0, 𝑣))

)︁
, 𝑣 ∈ [𝑣1, 𝑣2] ,

где ̂︀Ω𝑗

(︁
𝜏, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡0, 𝑣))

)︁
=

=

{︂(︁
𝑣, 𝑌1, 𝑌2

)︁
: 𝑌 2

1𝑗 + 𝑌 2
2𝑗 < 𝜏2𝑗

(︁
𝜓
(0)
𝑗 (𝑡0, 𝑣)

)︁2
, 𝑡 ∈ (0, 𝑡1)

}︂
.

Часть границы множества ̃︁Ω𝑗 , 𝑗 = {1, 2, . . . , 𝑝}, будем обозначать так:

𝜕̂︀Ω𝑗

(︁
𝜏, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡0, 𝑣))

)︁
=
{︁ (︁

𝑣, 𝑌1, 𝑌2

)︁
: 𝑌 2

1𝑗 + 𝑌 2
2𝑗 = 𝜏2𝑗 (𝜓

(0)
𝑗 (𝑡0, 𝑣))

2
,

𝑌 2
1𝑘 + 𝑌 2

2𝑘 < 𝜏2𝑘 (𝜓
(0)
𝑘 (𝑡0, 𝑣))

2
, 𝑘 = 1, 𝑝, 𝑘 ̸= 𝑗

}︁
.

Изучим поведение интегральных кривых системы (10) на поверхности
𝜕̂︀Ω𝑗

(︀
𝜏, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡0, 𝑣))

)︀
при фиксированном 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑝}:(︃−→

𝑇

𝑡0
,

−→
𝑁𝑗

2

)︃
= −𝜏2𝑗 𝜓

(0)
𝑗 (𝑡0, 𝑣) ·

(︁
𝜓
(0)
𝑗 (𝑡0, 𝑣)

)︁′

𝑣
(𝑡0, 𝑣) + (𝑝

(1)
𝑗𝑗 (𝑣) cos (𝑣) −

−𝑝(2)𝑗𝑗 (𝑣) sin (𝑣) )𝜏2𝑗 (𝜓
(0)
𝑗 (𝑡0, 𝑣))

2
+

+

𝑝∑︁
𝑘 = 1
𝑘 ̸= 𝑗

(︁
𝑝
(1)
𝑗𝑘 (𝑣) cos (𝑣) − 𝑝

(2)
𝑗𝑘 (𝑣) sin (𝑣)

)︁(︁
𝑌1𝑘𝑌1𝑗 + 𝑌2𝑘𝑌2𝑗

)︁
+

+

𝑝∑︁
𝑘 = 1
𝑘 ̸= 𝑗

(︁
−𝑝(1)𝑗𝑘 (𝑣) sin (𝑣) − 𝑝

(2)
𝑗𝑘 (𝑣) cos (𝑣)

)︁(︁
𝑌2𝑘𝑌1𝑗 − 𝑌1𝑘𝑌2𝑗

)︁
+
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+
(︁
𝐹1𝑗𝑐𝑜𝑠𝑣 − 𝐹2𝑗𝑠𝑖𝑛𝑣

)︁
𝑌1𝑗 +

(︁
−𝐹1𝑗𝑠𝑖𝑛𝑣 − 𝐹2𝑗𝑐𝑜𝑠𝑣

)︁
𝑌2𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑝. (19)

Так как, по условию, матрица 𝑃 (𝑧) обладает свойством 𝑆1, а вектор-функция
𝐹 (𝑧, 𝑌 (𝑧) , 𝑌 ′ (𝑧)) обладает свойством 𝑀1 относительно вектор-функции 𝜙(0) (𝑧) ,
то (︃−→

𝑇

𝑡0
,

−→
𝑁𝑗

2

)︃
→
√︂(︁

𝑝
(1)
𝑗𝑗 (𝑣)

)︁2
+
(︁
𝑝
(2)
𝑗𝑗 (𝑣)

)︁2
· sin((𝑣) + ̂︀𝛼𝑗𝑗(𝑣)), 𝑗 = 1, 𝑝,

при 𝑡 → 0, 𝑣 ∈ [𝑣1, 𝑣2], где функция ̂︀𝛼𝑗𝑗 (𝑣) такова, что выполняется равенство
(14). Следовательно,

𝑠𝑖𝑔𝑛

(︃−→
𝑇

𝑡0
,

−→
𝑁𝑗

2

)︃
= 𝑠𝑖𝑔𝑛 (𝑠𝑖𝑛(𝑣 + ̂︀𝛼𝑗𝑗 (𝑣))) , 𝑗 = 1, 𝑝. (20)

И существует 𝑡*∈ (0; 𝑡1) , такое, что, не ограничивая общности, для каждого
фиксированного 𝑡0 ∈ (0, 𝑡*) поверхность 𝜕̂︀Ω (︀𝜏, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡0, 𝑣))

)︀
∈ Φ+.𝑘 (𝑡

*), 𝑘 ∈
∈ {+,−} является поверхностью без контакта для системы (10).

Так как система (5) принадлежит классу 𝐾+.𝑘 (𝑡, 𝑣), 𝑘 ∈ {+,−}, то всякая
интегральная кривая системы (10), проходящая через точку множества

̂︀Ω(︁𝜏, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡0, 𝑣))
)︁
∩ (𝑣 = 𝑣*)

если (𝑡0, 𝑣
*) ∈ Φ+.+ (𝑡*), остается в области ̂︀Ω (︀𝜏, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡0, 𝑣))

)︀
при убывании 𝑣,

а если (𝑡0, 𝑣
*) ∈ Φ+.− (𝑡*), то остается в области ̂︀Ω (︀𝜏, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡0, 𝑣))

)︀
при возрас-

тании 𝑣.
Причем выполнено неравенство

|𝑌𝑠𝑗 (𝑧 (𝑡0, 𝑣))|2 < 𝜏𝑗
2
⃒⃒⃒
𝜓
(0)
𝑗 (𝑡0, 𝑣)

⃒⃒⃒2
, 𝑗 = 1, 𝑝, 𝑠 = 1, 2, (21)

(𝑡0, 𝑣) ∈ Φ+.𝑘 (𝑡
*) , 𝑘 ∈ {+,−} .

3. Применим метод аналитического продолжения, предложенный Р. Г. Грабов-
ской, развитый Г. Е. Самковой и использованный Н. В. Шарай в доказательстве
пункта 3 теоремы 2.1 [6]. Предположим, что выполняются неравенства

𝛿𝑗
2< 𝜏𝑗

2, 𝑗 = 1, 𝑝. (22)

В пункте 1 доказательства настоящей теоремы получено, что вдоль кривой
𝐿𝑣0 , 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2) при 𝑡 ∈ (0, 𝑡*) существует хотя бы одно непрерывное дифферен-
цируемое решение системы (8), удовлетворяющее оценке (18). Обозначим множе-
ство таких решений {𝑌 (𝑧 (𝑡, 𝑣0))}.

Любое решение 𝑌 (𝑧 (𝑡, 𝑣0)) из множества {𝑌 (𝑧 (𝑡, 𝑣0))} можно аналитически
продолжить с 𝐿𝑣0 , где (𝑡, 𝑣) ∈ Φ+.𝑘 (𝑡

*), при фиксированном 𝑣0 ∈
∈ (𝑣1, 𝑣2) на содержащую ее область с сохранением оценки (18).

Из пункта 2 доказательства настоящей теоремы вытекает, что при выполне-
нии неравенства (22), решение 𝑌 (𝑧 (𝑡, 𝑣0)) при фиксированном 𝑣0 можно продол-
жить с кривой 𝐿𝑣0 вдоль кривых 𝑂𝑡0 на множество
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̂︀Ω (︀𝜏, 𝜙(0)(𝑧 (𝑡0, 𝑣))
)︀
∩ (𝑣 = 𝑣*), при 𝑡 ∈ (0, |𝑧0|], при этом, аналитическое продол-

жение обозначим 𝑌 (𝑧). Получим множество решений {𝑌 (𝑧)}.
В итоге получаем, что всякое решение 𝑌 (𝑧) аналитически продолжаемо в

область 𝐺1.+.𝑘 (𝑡
*) × {𝑌 :|𝑌𝑠𝑗 |< 𝛿𝑗 |𝜙𝑗 (𝑧0) |, 𝑗 = 1, 𝑝, 𝑠 = 1, 2 }, причем в данной

области выполнено неравенство (15). А значит, система (1) имеет хотя бы одно
аналитическое решение, удовлетворяющее оценке (15), при 𝑧 ∈ 𝐷1 ∩𝐺1.+.𝑘 (𝑡

*).
Теорема доказана.

Заключение. В настоящей работе задача (1)–(2) изучена в предположе-
нии, что 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴(𝑧) = 𝑝 в области 𝐷1, матрица 𝐵(𝑧) имеет в точке 𝑧 = 0 устрани-
мую особую точку, а вектор-функция 𝑓(𝑧, 𝑌, 𝑌 ′) является аналитической всюду
в 𝐷10×𝐺10×𝐺20 и в точке (0, 0, 0) имеет изолированную особую точку. Для дан-
ного случая найдены достаточные условия существования решений системы (1)
и доказано, что система (1) имеет хотя бы одно аналитическое решение в области
𝐷1 ∩𝐺1.+.𝑘(𝑡

*), обладающее оценкой (15) при 𝑧 ∈ 𝐷1 ∩𝐺1.+.𝑘 (𝑡
*).
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Вступ. У математичних моделях складних технiчних систем функцiї керу-
вання, як правило, мають структурно-параметричну форму. Це означає, що на
певних вiдрiзках часу керування задається за допомогою функцiй, якi залежать
вiд часової змiнної та параметрiв. Таким чином, виникає задача знаходження
оптимальних режимiв системи у структурно-параметричних класах.

Одним з можливих пiдходiв до розв’язування задач структурно-параметрич-
ної оптимiзацiї систем керування є застосування варiацiйного методу. За його до-
помогою будуються iтерацiйнi процедури типу градiєнтного спуску за обраними
параметрами або точками перемикання. Результати у цьому напряму, зокрема,
одержанi в працi [3]. Однак цi методи алгоритмiчно є досить складними, i їх
застосування на практицi викликає певнi труднощi.

Застосування принципу оптимальностi та методу динамiчного програмуван-
ня Беллмана до задачi вибору оптимальної структури обґрунтовано у роботах
[1, 2]. В них отриманi рiвняння Беллмана у iнтегральнiй та диференцiальнiй
формах. Випадок структур керування, що мiстять фазову змiнну, розглянутий у

c○Страхов Є. М., Яровий А. Т., 2014
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статтi [5]. Застосування методу динамiчного програмування для систем з нефiк-
сованою структурою висвiтлене у [8]. В [6] одержанi достатнi умови оптималь-
ностi для задачi структурно-параметричної оптимiзацiї з фiксованими точками
перемикання, в якiй структура керування мiстить фазову змiнну. Цi теоретич-
нi результати дають можливiсть розробляти чисельнi алгоритми структурно-
параметричної оптимiзацiї для задач з фiксованою i нефiксованою структурами
за допомогою рiвнянь Беллмана.

В данiй статтi розглядається застосування двокрокової iтерацiйної процеду-
ри мiнiмiзацiї функцiй багатьох змiнних [7] для оптимiзацiї параметрiв лiнiйної
системи керування з фiксованими точками перемикання. Також запропоновано
емпiричний алгоритм оптимiзацiї параметрiв i точок перемикання в лiнiйнiй си-
стемi з нефiксованою структурою.

Основнi результати
1. Двокроковий метод мiнiмiзацiї функцiй. На сучасному етапi роз-

витку науки вже розроблено та дослiджено багато пiдходiв до розв’язку задач
нелiнiйного програмування, одним з яких є методи спуску. Загальний принцип
цих методiв полягає у побудовi послiдовних напрямкiв спуску (тобто зменшення
значень функцiї), виходячи з певної початкової точки (початкового наближення).
Рiзнi класи методiв спуску визначаються, в першу чергу, способами побудови на-
прямкiв спуску.

Розрiзняють методи нульового (при обчисленнях використовуються тiльки
значення функцiї в точках простору), першого (крiм значень функцiї, обчислю-
ється її перша похiдна), другого (використовується друга похiдна) порядкiв. Та-
кож методи подiляють на однокроковi та багатокроковi. Однокроковi алгоритми
на (k+1)-й iтерацiї враховують лише тi значення функцiї та її похiдних, якi були
отриманi на попередньому кроцi. Багатокроковi алгоритми використовують до-
датково iнформацiю, отриману на бiльш раннiх етапах процесу оптимiзацiї. За
рахунок цього вони є бiльш ефективними порiвняно з однокроковими. Класичним
двокроковим методом першого порядку є метод спряжених градiєнтiв.

Розглянемо задачу нелiнiйного програмування

𝑓(𝑥) → min, 𝑥 ∈ R𝑛. (1.1)

Для її розв’язання пропонується двокроковий метод [7]

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛽𝑘𝑠𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . ,
𝑠0 = −𝑓 ′(𝑥0), 𝑠𝑘 = −𝐻𝑘𝑓

′(𝑥𝑘) + 𝜉𝑘𝑠𝑘−1,
(1.2)

де 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, . . . – послiдовнi наближення, 𝑠0, 𝑠1, . . . , 𝑠𝑘, . . . – напрямки спуску,
𝛽𝑘 та 𝜉𝑘 – числовi параметри. Матрицi 𝐻𝑘 будемо перераховувати рекурентним
способом за алгоритмом Девiдона–Флетчера–Пауелла

𝐻𝑘 = 𝐻𝑘−1 +
𝑟𝑘−1 𝑟

𝑇
𝑘−1

⟨𝑟𝑘−1, 𝑒𝑘−1⟩
−
𝐻𝑘−1 𝑒𝑘−1 𝑒

𝑇
𝑘−1𝐻𝑘−1⟨︀

𝐻𝑇
𝑘−1 𝑒𝑘−1, 𝑒𝑘−1

⟩︀ , (1.3)

де 𝑟𝑘 = 𝑥𝑘+1−𝑥𝑘, 𝑒𝑘 = 𝑓 ′(𝑥𝑘+1)−𝑓 ′(𝑥𝑘). У якостi 𝐻0 можна взяти довiльну симе-
тричну додатно означену матрицю, наприклад, одиничну. Через певну кiлькiсть
крокiв проводиться операцiя вiдновлення матрицi, тобто покладаємо 𝐻𝑘+1 = 𝐻0.
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На практицi рекомендується здiйснювати вiдновлення через кожнi 𝑛 крокiв, де
𝑛 – вимiрнiсть простору.

Iснує декiлька способiв обчислення параметру 𝜉𝑘. Скористаємося формулою
для яристого методу спряжених градiєнтiв [4]

𝜉𝑘 =
(𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝑓 ′(𝑥𝑘−1), 𝑓

′(𝑥𝑘−1))

(𝑠𝑘−1, 𝑓 ′(𝑥𝑘−1))
. (1.4)

Опишемо алгоритм обчислення параметру 𝛽𝑘. Нехай 𝛽0 = 1. На k-му кро-
цi спочатку покладаємо 𝛽𝑘 = 𝛽𝑘−1. Якщо при цьому 𝑓(𝑥𝑘+1) < 𝑓(𝑥𝑘), то або
переходимо до наступної iтерацiї, або покладаємо 𝛽𝑘 = 2𝛽𝑘−1. Якщо значення
𝑓(𝑥) менше за попереднє, то процес подвоєння продовжуємо до тих пiр, поки
спадання не припиниться. Якщо ж 𝑓(𝑥𝑘+1) > 𝑓(𝑥𝑘), то покладаємо 𝛽𝑘 = 0,5𝛽𝑘−1.
Якщо 𝑓(𝑥𝑘 + 0,5𝛽𝑘−1𝑠𝑘) < 𝑓(𝑥𝑘) , то переходимо до наступної iтерацiї. Якщо ж
𝑓(𝑥𝑘 + 0,5𝛽𝑘−1𝑠𝑘) > 𝑓(𝑥𝑘), то покладаємо 𝛽𝑘 = 0,25𝛽𝑘−1 i т. д. Метод описаний.

Означення 1. Вектори 𝑠0, . . . , 𝑠𝑛−1 називаються 𝐴-ортогональними (спря-
женими), якщо вони задовольняють умовам

(𝑠𝑖, 𝐴𝑠𝑗) = 0, 𝑖 ̸= 𝑗.

Теорема 1. [7] Напрямки спуску, визначенi за схемою (1.2)–(1.4), є спря-
женими для квадратичної функцiї вигляду

𝑓(𝑥) =
1

2
(𝐴𝑥, 𝑥) + (𝑏, 𝑥) + 𝑐,

де 𝐴 – симетрична додатно означена матриця розмiрностi 𝑛×𝑛 з постiйними
елементами, 𝑏 – вектор, 𝑐 – скаляр.

Теорема 2. [7] Нехай для мiнiмiзацiї сильно опуклої двiчi диференцiйованої
функцiї 𝑓(𝑥), яка задовольняє умовам

∀𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛 : 𝑚‖𝑦‖2 6 (𝑓 ′′(𝑥)𝑦, 𝑦) 6𝑀‖𝑦‖2, 𝑚 > 0,

використовується процес (1.2), в якому побудова матрицi 𝐻𝑘 здiйснюється
за методом (1.3), причому через 𝑛 крокiв здiйснюється вiдновлення 𝐻𝑘. Тодi
якщо значення 𝛽𝑘 визначається з умови мiнiмуму функцiї у напрямку 𝑠𝑘, то
послiдовнiсть {𝑥𝑘} незалежно вiд вибору початкової точки 𝑥0 збiгається до
розв’язку зi зверхлiнiйною швидкiстю.

Результати чисельних експериментiв на тестових функцiях вказують на те,
що двокроковий алгоритм (1.2)–(1.4) дає краще наближення до точки мiнiму-
му при меншiй кiлькостi iтерацiй порiвняно iз класичним методом спряжених
градiєнтiв [7].

2. Структурно-параметрична оптимiзацiя лiнiйних систем керуван-
ня з фiксованими точками перемикання. Розглянемо лiнiйну систему

𝑑𝑥 (𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐴 (𝑡) 𝑥 (𝑡) + 𝐶(𝑡)𝑢 (𝑡) , (2.1)

𝑥 (𝑡0) = 𝑥0.
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Тут 𝑥 – вектор фазових координат розмiрностi 𝑛, 𝑢 – вектор керування розмiр-
ностi 𝑚, 𝐴(𝑡), 𝐶(𝑡) – матрицi з неперервними компонентами.

Нехай керування в системi (2.1) задане у виглядi

𝑢 (𝑡) = 𝑅 (𝑏𝑖) 𝑥 (𝑡) , 𝑡 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1) , 𝑖 = 0, ... , 𝑁 − 1, (2.2)

де 𝑡0 < 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑁 = 𝑇 – фiксованi точки перемикання, 𝑏𝑖 – невiдомi числовi
параметри, 𝑅 (𝑏𝑖) – матриця розмiрностi 𝑚×𝑛, елементи якої є неперервно дифе-
ренцiйованими за параметрами 𝑏𝑖. Розглянемо випадок 𝑏𝑖 ∈ R𝑘𝑖 . Задача полягає
в мiнiмiзацiї критерiю якостi

𝐽 (𝑥, 𝑢) = ⟨𝑃0 𝑥 (𝑇 ) , 𝑥 (𝑇 )⟩ , (2.3)

де 𝑃0 – невiд’ємно означена симетрична матриця.
Маємо задачу оптимiзацiї параметрiв системи (2.1)–(2.2) при фiксованих точ-

ках перемикання. У [5] обґрунтований принцип оптимальностi Беллмана для та-
кої задачi, отримане iнтегро-диференцiальне рiвняння Беллмана.

Функцiя Беллмана шукається у виглядi квадратичної форми

𝐵 (𝑧, 𝑡) = ⟨𝑃 (𝑡) 𝑧, 𝑧⟩ ,

де 𝑃 (𝑡) – невiдома матриця розмiрностi 𝑛× 𝑛 з неперервно диференцiйованими
компонентами. При цьому

𝜕𝐵 (𝑧, 𝜏)

𝜕𝜏
=

⟨
𝑑𝑃 (𝜏)

𝑑𝜏
𝑧, 𝑧

⟩
, 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑧𝐵 (𝑧, 𝜏) =

(︀
𝑃 (𝜏) + 𝑃𝑇 (𝜏)

)︀
𝑧.

З означення функцiї Беллмана випливає, що 𝑃 (𝑇 ) = 𝑃0. Тодi iнтегро-диференцi-
альне рiвняння Беллмана для задачi (2.1)–(2.3) на вiдрiзку 𝑡 ∈ [𝑡𝑠, 𝑡𝑠+1] має ви-
гляд

inf
𝑏𝑠

{︂∫︁ 𝑡𝑠+1

𝑡𝑠

[︂ ⟨
𝑑𝑃 (𝜏)

𝑑𝜏
𝑥 (𝜏) , 𝑥 (𝜏)

⟩
+

+
⟨︀(︀
𝑃 (𝜏) + 𝑃𝑇 (𝜏)

)︀
𝑥 (𝜏) , 𝐴 (𝜏) 𝑥 (𝜏) + 𝐶 (𝜏) 𝑅 (𝑏𝑠) 𝑥 (𝜏)

⟩︀ ]︀
𝑑𝜏
}︀
= 0.

Зробивши перетворення та згрупувавши подiбнi члени, отримаємо рiвняння∫︁ 𝑡𝑠+1

𝑡𝑠

⟨(︂
𝑑𝑃 (𝜏)

𝑑𝜏
+𝐴𝑇 (𝜏) 𝑃 (𝜏) + 𝑃 (𝜏) 𝐴 (𝜏)

)︂
𝑥 (𝜏) , 𝑥 (𝜏)

⟩
𝑑𝜏+

+ inf
𝑏𝑠

{︂∫︁ 𝑡𝑠+1

𝑡𝑠

⟨︀(︀
𝑅𝑇 (𝑏𝑠)𝐶

𝑇 (𝜏)𝑃 (𝜏) + 𝑃 (𝜏)𝐶 (𝜏)𝑅 (𝑏𝑠)
)︀
𝑥 (𝜏) , 𝑥 (𝜏)

⟩︀
𝑑𝜏

}︂
= 0.

Позначимо

𝐼𝑠 =

∫︁ 𝑡𝑠+1

𝑡𝑠

⟨︀(︀
𝑅𝑇 (𝑏𝑠)𝐶

𝑇 (𝜏)𝑃 (𝜏) + 𝑃 (𝜏)𝐶 (𝜏)𝑅 (𝑏𝑠)
)︀
𝑥 (𝜏) , 𝑥 (𝜏)

⟩︀
𝑑𝜏,

𝑄𝑠 (𝑡, 𝑏𝑠) = 𝑅𝑇 (𝑏𝑠)𝐶
𝑇 (𝜏)𝑃 (𝜏) + 𝑃 (𝜏)𝐶 (𝜏)𝑅 (𝑏𝑠) , 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1.

Тодi
𝑑𝐼𝑠
𝑑𝑏𝑠

=

∫︁ 𝑡𝑠+1

𝑡𝑠

[︂⟨
𝜕𝑄𝑠 (𝜏, 𝑏𝑠)

𝜕𝑏𝑠
𝑥 (𝜏) , 𝑥 (𝜏)

⟩
+
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+

⟨(︀
𝑄𝑠 (𝜏, 𝑏𝑠) +𝑄𝑇

𝑠 (𝜏, 𝑏𝑠)
)︀ 𝜕𝑥 (𝜏)

𝜕𝑏𝑠
, 𝑥 (𝜏)

⟩]︂
𝑑𝜏 , (2.4)

𝜕𝑄𝑠 (𝑡, 𝑏𝑠)

𝜕𝑏𝑠
=
𝜕𝑅𝑇 (𝑏𝑠)

𝜕𝑏𝑠
𝐶𝑇 (𝜏)𝑃 (𝑡) + 𝑃 (𝑡)𝐶 (𝜏)

𝜕𝑅 (𝑏𝑠)

𝜕𝑏𝑠
. (2.5)

Перепишемо систему (2.1) з урахуванням структури керування. Ця система
на вiдрiзку 𝑡 ∈ [𝑡𝑠, 𝑡𝑠+1] еквiвалентна iнтегральному рiвнянню

𝑥 (𝑡) = 𝑥 (𝑡𝑠) +

∫︁ 𝑡

𝑡𝑠

(𝐴 (𝜏) + 𝐶 (𝜏)𝑅 (𝑏𝑠)) 𝑥 (𝜏) 𝑑𝜏.

Тодi
𝜕𝑥 (𝑡)

𝜕𝑏𝑠
=

∫︁ 𝑡

𝑡𝑠

𝐶 (𝜏)

[︂
𝜕𝑅 (𝑏𝑠)

𝜕𝑏𝑠
𝑥 (𝜏) +𝑅 (𝑏𝑠)

𝜕𝑥 (𝜏)

𝜕𝑏𝑠

]︂
𝑑𝜏.

Позначимо 𝑈𝑠 (𝑡) =
𝜕𝑥(𝑡)
𝜕𝑏𝑠

, 𝑓 (𝑡) = 𝜕𝑅(𝑏𝑠)
𝜕𝑏𝑠

𝑥 (𝑡). Таким способом, з останнього спiв-
вiдношення отримаємо систему диференцiальних рiвнянь

𝑑𝑈𝑠 (𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐶(𝑡)𝑅 (𝑏𝑠) 𝑈𝑠 (𝑡) + 𝐶(𝑡)𝑓 (𝑡) , 𝑈𝑠 (𝑡𝑠) = 0. (2.6)

Отже, маємо наступний алгоритм знаходження оптимальних значень пара-
метрiв 𝑏𝑠 (𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1) у задачi (2.1)–(2.3).

1. Задаємо початковi наближення векторiв параметрiв 𝑏(0)𝑠 на кожному з iн-
тервалiв [𝑡𝑠, 𝑡𝑠+1), 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1.

2. Обчислюємо 𝑅
(︁
𝑏
(0)
𝑠

)︁
та 𝜕𝑅

𝜕𝑏𝑠

(︁
𝑏
(0)
𝑠

)︁
.

3. Розв’язуємо систему

𝑑𝑥 (𝑡)

𝑑𝑡
=
(︁
𝐴 (𝑡) + 𝐶(𝑡)𝑅

(︁
𝑏(0)𝑠

)︁)︁
𝑥 (𝑡) , 𝑥 (𝑡0) = 𝑥0

та знаходимо траєкторiю 𝑥
(︁
𝑡, 𝑏

(0)
𝑠

)︁
.

4. Обчислюємо 𝑓 (𝑡) = 𝜕𝑅(𝑏𝑠)
𝜕𝑏𝑠

𝑥 (𝑡) при початковому наближеннi 𝑏(0)𝑠 . Далi,
на кожному часовому iнтервалi (𝑡𝑠, 𝑡𝑠+1), 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1 розв’язуємо
систему (2.6) та знаходимо 𝑈𝑠 (𝑡) =

𝜕𝑥(𝑡)
𝜕𝑏𝑠

при 𝑏𝑠 = 𝑏
(0)
𝑠 .

5. Записуємо систему для визначення невiдомої матрицi 𝑃 (𝑡).

𝑑𝑃 (𝑡)

𝑑𝑡
= −

[︁
(𝐴 (𝑡) + 𝐶(𝑡)𝑅 (𝑏𝑠))

𝑇
𝑃 (𝑡) + 𝑃 (𝑡) (𝐴 (𝑡) + 𝐶(𝑡)𝑅 (𝑏𝑠))

]︁
,

𝑃 (𝑇 ) = 𝑃0.

Розв’язавши цю систему при 𝑏𝑠 = 𝑏
(0)
𝑠 для 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1, отримуємо

матрицю 𝑃 (𝑡).

6. Пiдставляємо отриманi величини у спiввiдношення (2.4) та (2.5) та знахо-
димо 𝑑𝐼𝑠

𝑑𝑏𝑠
при 𝑏𝑠 = 𝑏

(0)
𝑠 , 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1.
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7. На кожному з iнтервалiв 𝑡 ∈ [𝑡𝑠, 𝑡𝑠+1] скористаємося двокроковою iтера-
цiйною процедурою (1.2)–(1.3) для визначення набору параметрiв 𝑏*𝑠, що
доставляють мiнiмум iнтегралу 𝐼𝑠. Маємо

𝑏(𝑘+1)
𝑠 = 𝑏(𝑘)𝑠 + 𝛽𝑘 𝑠

(𝑘), 𝑘 = 0, 1, . . . , (2.7)

𝑠(0) = − 𝑑𝐼𝑠

𝑑𝑏
(0)
𝑠

, 𝑠(𝑘) = −𝐻𝑘
𝑑𝐼𝑠

𝑑𝑏
(𝑘)
𝑠

+ 𝜉𝑘𝑠
(𝑘−1), (2.8)

де параметр 𝜉𝑘 визначається за формулою (1.4).

8. Пiсля визначення оптимального набору параметрiв 𝑏*𝑖 за допомогою про-
цедури (2.7)–(2.8) пiдставляємо цей набiр у систему (2.1):

𝑑𝑥 (𝑡)

𝑑𝑡
= (𝐴 (𝑡) + 𝐶(𝑡)𝑅 (𝑏*𝑠)) 𝑥 (𝑡) , 𝑥 (𝑡0) = 𝑥0.

Розв’язуємо цю систему та знаходимо оптимальну траєкторiю 𝑥* (𝑡).

9. Знаходимо оптимальне керування 𝑢*(𝑡) = 𝑅 (𝑏*𝑠)𝑥
*(𝑡) для кожного 𝑠 =

0, 1, . . . , 𝑁 − 1.

Опис алгоритму завершено.
3. Структурно-параметрична оптимiзацiя лiнiйних систем керуван-

ня з нефiксованою структурою. Розглянемо задачу оптимального керування

𝐽(𝑥, 𝑢) =
𝑇∫︀
𝑡0

(⟨𝐷(𝜏)𝑥(𝜏), 𝑥(𝜏)⟩+ ⟨𝐸(𝜏)𝑢(𝜏), 𝑢(𝜏)⟩) 𝑑𝜏+

+ ⟨𝑃0𝑥(𝑇 ), 𝑥(𝑇 )⟩ → inf

(3.1)

за умов
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐶(𝑡)𝑢(𝑡), (3.2)

𝑥(𝑡0) = 𝑥0. (3.3)

Керування 𝑢(·) має вигляд

𝑢(𝑡) = 𝑢𝑗 , 𝑡 ∈ [𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1) , 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁 − 1}. (3.4)

Тут 𝐷(𝜏), 𝑃0 – невiд’ємно означенi симетричнi матрицi, 𝐸(𝜏) – додатно означена
симетрична матриця, 𝐴(𝑡), 𝐶(𝑡) – матрицi з неперервними компонентами. Векто-
ри 𝑢𝑗 є невiдомими, точки перемикання 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < . . . < 𝑡𝑁−1 < 𝑡𝑁 = 𝑇
– нефiксованими. Задача структурно-параметричної оптимiзацiї полягає у зна-
ходженнi точок перемикання та параметрiв 𝑢𝑗 так, щоб керування з класу (3.4)
доставляло мiнiмум функцiоналу (3.1) за умов (3.2), (3.3). У [8] обґрунтована
можливiсть застосування методу динамiчного програмування для такої задачi,
отримане диференцiальне рiвняння Гамiльтона—Якобi—Беллмана.

Функцiю Беллмана будемо шукати у виглядi квадратичної форми

𝐵(𝑧, 𝑡) = ⟨𝑃 (𝑡)𝑧, 𝑧⟩, (3.5)

де 𝑃 (𝑡) – невiдома матриця розмiрностi 𝑛× 𝑛 з абсолютно неперервними компо-
нентами.
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Диференцiальне рiвняння Гамiльтона—Якобi—Беллмана для задачi (3.1)–(3.4)
матиме вигляд⟨

𝑑𝑃 (𝑡)

𝑑𝑡
𝑧, 𝑧

⟩
+
⟨︀
𝐴𝑇 (𝑡)𝑃 (𝑡)𝑧, 𝑧

⟩︀
+ ⟨𝑃 (𝑡)𝐴(𝑡)𝑧, 𝑧⟩+ ⟨𝐷(𝑡)𝑧, 𝑧⟩+

+ inf
𝑢𝑖

{︀⟨︀
(𝑃 (𝑡) + 𝑃𝑇 (𝑡))𝑧, 𝐶(𝑡)𝑢𝑖

⟩︀
+ ⟨𝐸(𝑡)𝑢𝑖, 𝑢𝑖⟩

}︀
= 0.

Матрицю 𝑃 (𝑡) будемо вибирати так, щоб

𝑑𝑃 (𝑡)

𝑑𝑡
+𝐴𝑇 (𝑡)𝑃 (𝑡) + 𝑃 (𝑡)𝐴(𝑡) = −𝐷(𝑡). (3.6)

З граничної умови 𝐵(𝑧, 𝑇 ) = ⟨𝑃0 𝑧, 𝑧⟩ та вигляду функцiї Беллмана (3.5) випли-
ває, що

𝑃 (𝑇 ) = 𝑃0. (3.7)

Враховуючи симетричнiсть матриць 𝐷(𝑡) та 𝑃0, з рiвняння (3.6) та умови (3.7)
випливає, що матриця 𝑃 (𝑡) є симетричною. Тодi рiвняння Гамiльтона—Якобi—
Беллмана запишеться у виглядi⟨

𝑑𝑃 (𝑡)

𝑑𝑡
𝑧, 𝑧

⟩
+
⟨︀
𝐴𝑇 (𝑡)𝑃 (𝑡)𝑧, 𝑧

⟩︀
+ ⟨𝑃 (𝑡)𝐴(𝑡)𝑧, 𝑧⟩+ ⟨𝐷(𝑡)𝑧, 𝑧⟩+

+ inf
𝑢𝑖

{2 · ⟨𝑃 (𝑡)𝑧, 𝐶(𝑡)𝑢𝑖⟩+ ⟨𝐸(𝑡)𝑢𝑖, 𝑢𝑖⟩} = 0.

Позначимо
𝐼(𝑡, 𝑢𝑖) = 2 · ⟨𝑃 (𝑡)𝑧, 𝐶(𝑡)𝑢𝑖⟩+ ⟨𝐸(𝑡)𝑢𝑖, 𝑢𝑖⟩ .

Зафiксуємо деякий набiр параметрiв {𝑢(0)𝑗 } та точок перемикання {𝑡(0)𝑗 }, 𝑗 =
= 0, 1, . . . , 𝑁 − 1. Розглянемо варiацiю величини 𝐼(𝑡) за довiльною фiксованою
точкою перемикання 𝑡

(0)
𝑘 . Нехай ℎ > 0. Тодi при 𝛼 > 0 варiацiя керування має

вигляд

𝑢(𝑡, 𝛼, ℎ) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢
(0)
𝑗 , 𝑡 ∈ [𝑡

(0)
𝑗 , 𝑡

(0)
𝑗+1), 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1},

𝑢
(0)
𝑘−1, 𝑡 ∈ [𝑡

(0)
𝑘 , 𝑡

(0)
𝑘 + 𝛼ℎ),

𝑢
(0)
𝑘 , 𝑡 ∈ [𝑡

(0)
𝑘 + 𝛼ℎ, 𝑡

(0)
𝑘+1),

𝑢
(0)
𝑗 , 𝑡 ∈ [𝑡

(0)
𝑗 , 𝑡

(0)
𝑗+1), 𝑗 ∈ {𝑘 + 1, . . . , 𝑁 − 1}.

В результатi у точцi 𝑡(0)𝑘 керування змiнилося з 𝑢(0)𝑘 на 𝑢(0)𝑘−1. Знайдемо рiзницю

Δ𝐼 = 𝐼(𝑡
(0)
𝑘 , 𝑢

(0)
𝑘−1)− 𝐼(𝑡

(0)
𝑘 , 𝑢

(0)
𝑘 ) =

= 2 ·
⟨
𝐶𝑇 (𝑡)𝑃 (𝑡)𝑥(𝑡

(0)
𝑘 ), 𝑢

(0)
𝑘−1

⟩
− 2 ·

⟨
𝐶𝑇 (𝑡)𝑃 (𝑡)𝑥(𝑡

(0)
𝑘 ), 𝑢

(0)
𝑘

⟩
+

+
⟨
𝐸(𝑡)𝑢

(0)
𝑘−1, 𝑢

(0)
𝑘−1

⟩
−
⟨
𝐸(𝑡)𝑢

(0)
𝑘 , 𝑢

(0)
𝑘

⟩
=

= 2 ·
⟨
𝐶𝑇 (𝑡)𝑃 (𝑡)𝑥(𝑡

(0)
𝑘 ), 𝑢

(0)
𝑘−1 − 𝑢

(0)
𝑘

⟩
+
⟨
𝐸(𝑡)𝑢

(0)
𝑘−1, 𝑢

(0)
𝑘−1

⟩
−
⟨
𝐸(𝑡)𝑢

(0)
𝑘 , 𝑢

(0)
𝑘

⟩
.
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Якщо Δ𝐼 < 0, тобто 𝐼(𝑡
(0)
𝑘 , 𝑢

(0)
𝑘−1) < 𝐼(𝑡

(0)
𝑘 , 𝑢

(0)
𝑘 ), то вiдбувається релаксацiя.

Отже, замiсть точки 𝑡(0)𝑘 вiзьмемо 𝑡(1)𝑘 = 𝑡
(0)
𝑘 + 𝛼ℎ. Вiдповiдно, у випадку Δ𝐼 > 0

покладемо 𝑡(1)𝑘 = 𝑡
(0)
𝑘 . Таким чином, послiдовно варiюючи точки змiни структури

вiд 𝑡
(0)
1 до 𝑡(0)𝑁−1, отримаємо новий набiр точок {𝑡(1)𝑗 }, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 − 1. Для цього

набору можемо визначити оптимальнi параметри, використовуючи двокроковий
метод (1.2)–(1.3) на кожному з iнтервалiв (див. алгоритм для задачi з фiксовани-
ми точками перемикання). Для нового набору параметрiв знову варiюємо точки
перемикання i т. д. Процес можна продовжувати до тих пiр, поки значення ве-
личини 𝐼(𝑡, 𝑢) зменшується.

Висновки. У статтi запропоновано два алгоритми побудови оптимального
керування у структурно-параметричнiй формi для лiнiйних систем керування з
фiксованими i нефiксованими точками перемикання. Для визначення оптималь-
них параметрiв застосовується двокроковий метод мiнiмiзацiї функцiй першого
порядку, який є бiльш ефективним за класичнi методи, такi як метод спряжених
градiєнтiв.
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Введение. В исследованиях поведения термодинамических систем боль-
шой плотности реальное воздействие молекул друг на друга часто моделируется
упрощенными аналитическими выражениями силы или потенциальной энергии
(потенциала) взаимодействия для каждой отдельной пары молекул [1].

Одним из самых известных и широко используемых модельных потенциалов
подобного рода является двухпараметрический потенциал Леннард-Джонса (LJ)
12-6 [2, 3], в котором энергия отталкивания обратно пропорциональна 12-й сте-
пени расстояния между молекулами, а энергия притяжения — 6-й степени этого
расстояния.

К сожалению, бесконечный радиус взаимодействия LJ потенциала создает
значительные технические трудности при проведении численных экспериментов,
как на базе метода Монте-Карло [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11], так и с помощью методов
молекулярной динамики [9, 10, 11, 12, 13, 14]. В последние годы при компью-
терном моделировании все большую популярность приобретает так называемый
модифицированный потенциал Леннард-Джонса (mLJ) [15, 16, 17]

𝑢 (𝑟) =

⎧⎪⎨⎪⎩
4𝜀
[︁(︀

𝜎
𝑟

)︀12 − (︀𝜎𝑟 )︀6]︁+ 𝐶1; 𝑟 6 2,3𝜎

𝐶2

(︀
𝜎
𝑟

)︀12
+ 𝐶3

(︀
𝜎
𝑟

)︀6
+ 𝐶4

(︀
𝑟
𝜎

)︀2
+ 𝐶1; 2,3𝜎 < 𝑟 < 2,5𝜎

0; 𝑟 > 2,5𝜎

, (1)

где 𝜀— энергия диссоциации парной связи; 𝜎 — расстояние, на котором потенциал
первый раз достигает нулевого значения; 𝐶1 = 0,0163169237 ·𝜀; 𝐶2 = 3136,5686 ·𝜀;
𝐶3 = −68,069 · 𝜀; 𝐶4 = −0,0833111261 · 𝜀; 𝐶5 = 0,746882273 · 𝜀.

Этот потенциал (1) и его производная (соответствующая сила взаимодей-
ствия) не имеют разрывов и полностью обращаются в ноль на дистанции в 2.5𝜎,
что положительно выделяет mLJ потенциал среди других и делает его хорошим
кандидатом на роль универсального эталона при сравнении различных теорети-
ческих и экспериментальных подходов и оценке их адекватности.

С другой стороны, в теоретических исследованиях mLJ потенциал пока не на-
шел широкого использования. В работе [18] для этого потенциала были впервые
получены вириальные коэффициенты до пятого порядка, включительно. Расче-
ты, проведенные там же [18] на основе вириального уравнения и альтернативных
выражений конфигурационного интеграла [19, 20, 21], показали достаточно хоро-
шее совпадение с результатами численных экспериментов при не слишком боль-
ших плотностях. Однако в области конденсации пяти коэффициентов оказалось
недостаточно для адекватного описания поведения mLJ системы. В частности,
теоретические значения критических параметров этой системы [18] все еще зна-
чительно отличаются от экспериментальных [15, 16, 17].

Поэтому целью данной работы был расчет шестого вириального коэффици-
ента для mLJ системы в широком интервале температур, что позволило бы уточ-
нить теоретическое описание ее поведения в области большой плотности.

Основные результаты
1. Методика расчетов. Согласно Майеру [22], вириальный коэффициент

(𝑘 + 1)-го порядка в разложении давления по степеням плотности определяется
выражением

𝐵𝑘+1 = − 𝑘

𝑘 + 1
𝛽𝑘, (2)
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46(180) 47(90) 48(60) 41(360) 42(45) 43(60) 44(360) 45(60) 

37(45) 38(360) 39(60) 40(180) 33(360) 34(360) 35(180) 36(72) 

28(90) 29(360) 30(90) 31(360) 32(360) 25(360) 26(60) 27(10) 

19(180) 20(180) 21(720) 22(90) 23(360) 24(360) 17(360) 18(360) 
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49(20) 50(180) 51(180) 52(15) 53(60) 54(45) 55(15) 56(1) 

1(60) 2(360) 3(180) 4(180) 5(180) 6(15) 7(720) 8(360) 

Рис. 1. Неприводимые графы шестого вириального коэффициента. Числа в скоб-
ках показывают кратность (вес) в общей сумме

где 𝛽𝑘 — так называемый неприводимый групповой интеграл 𝑘-го порядка. При
заданном потенциале взаимодействия 𝑢(𝑟) величина 𝛽𝑘 определяется как делен-
ный на 𝑘!𝑉 интеграл суммы всех возможных произведений функций Майера

𝑓(𝑟) = exp

(︂
−𝑢(𝑟)
𝑘𝑇

)︂
− 1 (3)

для всех пар из (𝑘+1) молекул по их конфигурационному пространству, который
при этом не выражается через неприводимые интегралы более низких порядков.

Традиционные квадратурные методы, даже с использованием современных
вычислительных средств, позволяют рассчитать неприводимые интегралы пер-
вого, второго, третьего и четвертого порядков (второй, третий, четвертый и пя-
тый вириальные коэффициенты) [18, 23, 24]. Причем расчеты четвертого непри-
водимого интеграла оказываются очень громоздкими и требуют значительных
вычислительных затрат [18].

Определение пятого неприводимого интеграла, с учетом симметрии относи-
тельно перестановок индексов шести молекул, означает суммирование 56 различ-
ных интегралов. Если функцию Майера (3) представить как линию, соединяю-
щую пару молекул (“связь” молекул), то все эти интегралы можно изобразить в
виде графов на рис. 1, где показаны также вес или кратность каждого интеграла
(графа) в общей сумме. Расчет всей суммы квадратурными методами потребовал
бы колоссальных вычислительных затрат и не представляется возможным даже
с использованием самой современной техники.
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Совершенно новый подход к вычислению вириальных коэффициентов был
предложен коллективом под руководством Дэвида Кофке [25, 26, 27]. Он основан
на методе зонтичной выборки (“umbrella sampling” – разновидность алгоритма
Метрополис Монте-Карло [9]), где в качестве плотности вероятности использует-
ся само подынтегральное выражение (сумма различных произведений функций
Майера) и сам по себе предназначен только для вычисления вириальных коэф-
фициентов, что и определило его название — метод выборки Майера [25].

Суть выборки Майера состоит в определении неприводимого группового ин-
теграла Γ порядка 𝑛 по уже известному эталонному интегралу Γ0 (вариант пря-
мой выборки)

Γ = Γ0
⟨𝛾/𝜋⟩𝜋
⟨𝛾0/𝜋⟩𝜋

. (4)

В (4) символ 𝛾 означает величину подынтегрального выражения для иско-
мого интеграла, а 𝛾0 – для эталонного интеграла. Функция 𝜋 в (4) представля-
ет собой плотность вероятности, согласно которой принимается или отвергается
данная конфигурация (точка в конфигурационном пространстве 𝑛 молекул) в
соответствии с обычным алгоритмом Метрополиса. Угловые скобки означают
усреднение по всему ансамблю конфигураций.

В оригинальном варианте выборки Майера в качестве эталонных интегралов
используются вириальные коэффициенты для потенциала твердых сфер, кото-
рые на сегодня довольно точно определены до десятого порядка, включительно.
При высоких температурах подобный выбор эталона достаточно оправдан, но
при низких и околокритических температурах принципиальная разница в пове-
дении потенциалов Леннард-Джонса и твердых сфер приводит к очень большим
погрешностям вычислений. Поэтому при вычислении вириальных коэффициен-
тов высоких порядков вместо прямой выборки (“direct sampling” в оригинальной
формулировке) используется так называемая перекрывающаяся (“overlap sam-
pling”) [28], которая, как минимум, удваивает сложность алгоритма и время вы-
числений. Но даже и в этом случае погрешности остаются довольно значитель-
ными, и для получения достоверных значений приходится использовать очень
большое число шагов вычислений.

С целью повышения эффективности расчетов предлагается сочетание метода
выборки Майера с квадратурными методами. Такое сочетание возможно благода-
ря тому, что из совокупности всех графов, формирующих полный неприводимый
интеграл любого порядка, всегда найдется множество тех, которые достаточно
просто рассчитываются методом квадратур.

При этом, с одной стороны, для определения вириального коэффициента
останется вычислить методом выборки Майера сумму по меньшему числу гра-
фов, что означает большую скорость и простоту алгоритма при меньших погреш-
ностях.

С другой стороны, уже известные (т. е. предварительно вычисленные методом
квадратур) простые интегралы вполне могут использоваться как эталонные для
определения 𝛾0 в (4). Действительно, усложнение графов означает добавление
новых “связей” (функций Майера), а значит, и ограничение фазового простран-
ства соответствующих интегралов. С этой точки зрения интеграл, соответству-
ющий самому простому графу в подобной иерархии, обладает общим для всех
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своих производных (т. е. графов с дополнительными “связями”) конфигураци-
онным пространством и может служить для них естественным эталоном. Такой
выбор 𝛾0 еще больше упрощает и ускоряет вычисления по сравнению с ориги-
нальной методикой, где 𝛾0 вычисляется по тому же алгоритму, что и 𝛾, только
для другого потенциала взаимодействия.

2. Техническая реализация. Для произвольной тройки молекул 𝑖, 𝑗 и 𝑛 для
случая, когда последняя молекула связана функциями Майера только с двумя
первыми, определим интеграл по всем возможным положениям в пространстве
молекулы 𝑛 при фиксированных 𝑖 и 𝑗 как функцию

Φ (𝑠𝑖𝑗) =
𝜋𝜎3

2
√
𝑠𝑖𝑗

∞∫︁
0

𝑓 (𝜎
√
𝑠𝑖𝑛) 𝑑𝑠𝑖𝑛

(√𝑠𝑖𝑗+
√
𝑠𝑖𝑛)

2∫︁
(√𝑠𝑖𝑗−

√
𝑠𝑖𝑛)

2

𝑓
(︀
𝜎
√
𝑠𝑗𝑛
)︀
𝑑𝑠𝑗𝑛, (5)

где 𝑠𝑖𝑗 = 𝑟2𝑖𝑗/𝜎
2 – безразмерный квадрат расстояния между частицами с соответ-

ствующими номерами.
Двумерное интегрирование в (5) методом квадратур означает суммирование

по узлам двумерной сетки переменных 𝑠𝑖𝑛 и 𝑠𝑗𝑛. К этому суммированию добав-
ляется однократное, сферически симметричное, интегрирование по 𝑠𝑖𝑗 .

С помощью функции (5) и подобных ей, т. е. трехмерным суммированием,
могут быть рассчитаны 15 из 56 графов пятого неприводимого интеграла (инте-
гралы 1–10, 14–18 на рис. ). Например, если на шестиугольных графах 1–3 (рис. )
молекулы в крайних левой и правой вершинах обозначить как 1 и 2, а ближай-
ших к молекуле 2 соседей — 3 и 4, то соответствующие интегралы будут иметь
вид

𝛽1 = 60×
∞∫︀
0

4𝜋𝑠212𝑑𝑠12
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𝜋𝜎3
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(
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√
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2

𝑓
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𝜎
√
𝑠23
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𝑑𝑠23

]︃2
;
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0
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𝛽3 = 180×
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4𝜋𝑠212𝑓
(︀
𝜎
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)︀
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0
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.

Причем наиболее эффективным представляется одновременный расчет всех
15 простейших интегралов (их вычисление по сложности соответствует третьему
вириальному коэффициенту [18]). Для этого на каждом шаге интегрирования по
относительному положению 1-й и 2-й молекул (по переменной 𝑠12) заполняется
всего одна двумерная таблица узлов по 𝑠1𝑛 и 𝑠2𝑛, где 𝑛— номер любой из остав-
шихся молекул. В каждом узле для 𝑠1𝑛 и 𝑠2𝑛 определяются функции Майера
𝑓 (𝜎

√
𝑠) и функции Φ (𝑠) (5), которые затем используются в нужных комбинаци-

ях для разных графов при суммировании по всей сетке.
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Для тех графов, где с тройкой молекул 𝑖𝑗𝑛 “связана” еще одна молекула 𝑚,
определим другую функцию (интеграл по всем возможным положениям молеку-
лы 𝑚 при фиксированных 𝑖𝑗𝑛):

Ψ(𝑠𝑖𝑗 , 𝑠𝑖𝑛, 𝑠𝑗𝑛) =
𝜎3

√
𝑠𝑖𝑗

∞∫︀
0

𝑓
(︀
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2
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0
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)︀
𝑑𝜙

, (6)

где 𝑠𝑛𝑚 (𝑠𝑖𝑗 , 𝑠𝑖𝑛, 𝑠𝑗𝑛, 𝑠𝑖𝑚, 𝑠𝑗𝑚, 𝜙) – безразмерный квадрат расстояния между ча-
стицами 𝑛 и 𝑚; 𝜙 - угол между плоскостями 𝑖𝑗𝑛 и 𝑖𝑗𝑚.

С помощью функции (6) или подобных ей квадратурными методами может
быть рассчитано еще 26 графов шестого вириального коэффициента (11–13, 19–
25, 27–35, 37, 39–42, 45, 49 на рис. 1). Например, интегралы, соответствующие
графам 11, 22, 37 и 45 (рис. 1), имеют вид (с использованием описанной ранее
нумерации частиц)
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К интегрированию по сетке положений (𝑠𝑖𝑛, 𝑠𝑗𝑛) частицы 𝑛 функция вида
(6) добавляет двумерное интегрирование по такой же самой сетке узлов пере-
менных 𝑠𝑖𝑚, 𝑠𝑗𝑚 и однократное интегрирование по 𝜙, что, конечно же, значи-
тельно усложняет вычислительный процесс. Для его ускорения использовались
возможности многопоточных вычислений на современных графических процес-
сорах, которые сегодня предоставляют библиотека DirectX11 (с помощью техно-
логии ComputeShader) или платформа CUDA. Причем в каждом узле интегри-
рования по 𝑠12 все 26 интегралов рассчитывались одновременно с 15 простыми,
описанными ранее, с помощью той же самой двумерной сетки узлов (𝑠1𝑛, 𝑠2𝑛).
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Каждый вычислительный поток для своего узла сетки (𝑠1𝑛, 𝑠2𝑛), независимо от
остальных потоков, рассчитывал по всем узлам (𝑠1𝑚, 𝑠2𝑚) этой же сетки сумму
интегралов по 𝜙, т. е. определял в каждом узле значение функции Ψ из (6). Ис-
пользование такой многопоточной технологии увеличивает скорость расчетов на
два порядка (!) по сравнению с вычислениями на базе центрального процессора.

Таким образом, для каждой выбранной температуры одной процедурой квад-
ратурным методом Гаусса для 30, 60 и 120 узлов рассчитывалась сумма сразу 41
из 56 интегралов шестого вириального коэффициента. Кроме того, для каждой
температуры фиксировалось значение (и погрешность) одного простого интегра-
ла (1 на рис. 1) для использования в качестве эталона на следующем этапе рас-
четов с помощью выборки Майера.

Действительно, любой из оставшихся 15 графов (26, 36, 38, 43, 44, 46–48,
50–56 на рис. 1) может быть получен из самого первого графа на рис. 1 путем
добавления новых “связей”. Поэтому именно значение этого первого интеграла,
уже определенное описанным выше способом, использовалось в качестве этало-
на Γ0 в (4), а его подынтегральное выражение (произведение соответствующих
функций Майера) рассчитывалось в каждой конфигурации (точке конфигура-
ционного пространства) как величина 𝛾0. Значение величины 𝛾 в той же точке
определялось как сумма подынтегральных выражений (с соответствующими ве-
сами) всех оставшихся 15 интегралов.

При компьютерной реализации алгоритма прямой выборки Майера также ис-
пользовалась многопоточная технология вычислений на базе графического про-
цессора. Каждый поток моделировал свой образец из шести молекул, используя
свой собственный генератор случайных чисел. Ввиду невозможности реализации
в многопоточном режиме для получения случайных чисел вихря Мерсенна, неко-
торые авторы [27] предлагают использовать в подобных случаях линейный кон-
груэнтный генератор. Но сравнительно малый период такого генератора (∼ 232)
может приводить к значительным корреляциям результатов. Поэтому для каж-
дого потока использовался генератор с большим периодом (∼ 288) Taus88.

Ввиду довольно сложного поведения как 𝛾, так и 𝛾0, для того чтобы га-
рантировать корректный учет всех весомых конфигураций, функция плотности
вероятности имела вид 𝜋 = |𝛾0| + |𝛾|. Перед непосредственными расчетами ис-
комой суммы интегралов Γ (4) в программе был предусмотрен предварительный
режим подбора масштаба для случайного пространственного шага при перехо-
де между точками с целью обеспечения устойчивого 50-процентного принятия
конфигураций [9].

Для большей части температур сумма оставшихся 15 интегралов определя-
лась усреднением результатов 100 опытов по 109 точек (конфигураций) каждый.
В околокритической области число опытов было увеличено до 250 для повыше-
ния точности.

Результирующие значения шестого вириального коэффициента для mLJ по-
тенциала в безразмерной форме 𝐵*

6 = 𝐵6/𝜎
15 при различных приведенных тем-

пературах 𝑇 * = 𝑘𝑇/𝜀 представлены в таблице 1 и на рис. 2.
Погрешность полученных значений складывалась из стандартной ошибки

среднего в выборке Майера и погрешности квадратурного интегрирования (оце-
нивалась процессом Эйткена [29]).
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Таблица 1. Шестой вириальный коэффициент 𝐵*
6 при различных значениях при-

веденной температуры 𝑇 *. В скобках указаны погрешности в единицах разряда
последней значащей цифры

𝑇 * 𝐵*
6 𝑇 * 𝐵*

6 𝑇 * 𝐵*
6 𝑇 * 𝐵*

6

0,200 −1,68(7)×1020 0,925 −167(7) 1,250 −16,9(5) 2,250 2,631(17)
0,250 −6,55(8)×1015 0,950 −93(6) 1,300 −13,2(3) 2,500 2,388(12)
0,300 −1,106(3)×1013 0,975 −55(3) 1,350 −11,0(2) 3,000 1,878(8)
0,400 −4,819(4)×109 1,000 −34(3) 1,400 −8,12(18) 4,000 1,249(5)
0,500 −3,955(4)×107 1,025 −22,6(19) 1,450 −5,66(17) 5,000 0,911(4)
0,550 −6,097(8)×106 1,050 −22,0(16) 1,500 −4,02(13) 7,000 0,579(2)
0,600 −1,170(2)×106 1,075 −20,3(14) 1,550 −2,36(10) 10,00 0,3560(18)
0,650 −2,611(6)×105 1,100 −22,7(10) 1,600 −0,91(8) 15,00 0,2029(11)
0,700 −6,51(2)×104 1,125 −21,0(8) 1,700 0,68(6) 20,00 0,1352(11)
0,750 −1,728(10)×104 1,150 −20,6(8) 1,800 1,70(5) 35,00 0,0626(4)
0,800 −4,79(3)×103 1,175 −20,3(7) 1,900 2,25(4) 50,00 0,0386(5)
0,850 −1,335(18)×103 1,200 −19,4(6) 2,000 2,49(3) 70,00 0,0246(3)
0,900 −364(10) 1,225 −18,2(5) 2,100 2,65(2) 100,0 0,0152(2)
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Рис. 2. Шестой вириальный коэффициент для mLJ потенциала. Вертикальные
отрезки соответствуют погрешностям. Символы (∘) показывают данные для LJ
потенциала со своими погрешностями [26]
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Рис. 3. Кривые нуля изотермического модуля упругости mLJ системы согласно
вириальному уравнению с четвертым (штрих-пунктир), пятым (пунктир) и ше-
стым (сплошная линия) коэффициентами. Символы (◇) показывают точки экс-
периментальной бинодали [17]

На рис. 2 приводятся также значения шестого вириального коэффициента
для немодифицированного LJ потенциала, полученные в работе [26] по эталону
твердых сфер. Для сравнения — достижение в околокритической области прак-
тически той же самой точности потребовало в [26] до 11700 (!) опытов (по 109

точек каждый) перекрывающейся (!) выборкой Майера.
В области низких температур шестые вириальные коэффициенты для mLJ

и LJ потенциалов отличаются очень значительно. С ростом температуры эта
разница постепенно уменьшается, как это наблюдалось и для коэффициентов
более низких порядков [18].

В областях малой плотности при низких температурах и практически любой
плотности при высоких температурах добавление в уравнение состояния (как
вириальное, так и на базе точного разложения конфигурационного интеграла
[19]) шестого коэффициента не слишком сильно сказывается на результатах. Но
в области конденсации влияние шестого вириального коэффициента становит-
ся значительным. На рис. 3 показаны кривые 𝑇 * (𝜌*) (𝜌* = 𝜌𝜎3 — приведенная
плотность) нуля изотермического объемного модуля упругости (𝜕𝑃/𝜕𝑉 )𝑇 = 0,
рассчитанные с учетом различного числа вириальных коэффициентов.

Согласно исследованиям некоторых авторов [19, 20, 21], кривая нуля изотер-
мического объемного модуля упругости не только является границей примени-
мости вириального уравнения, но и представляет собой жидкостную ветку би-
нодали системы. Рис. 3 демонстрирует, как с ростом порядка уравнения кривые
действительно постепенно приближаются к экспериментальной бинодали.

Учет в уравнении шестого коэффициента позволяет также получить значения
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критических параметров 𝑇 * = 1,071; 𝜌* = 0,27; 𝑃 * = 𝑃𝜎3/𝜀 = 0,093, значительно
более близкие к экспериментальным 𝑇 * = 1,071; 𝜌* = 0,30; 𝑃 * = 0,123 [17] по
сравнению с уравнением пятого порядка [18].

Заключение. Бесконечный радиус взаимодействия потенциала Леннард-
Джонса значительно затрудняет проведение численных экспериментов. Поэтому
в теоретических исследованиях, как и в численном моделировании, предлагается
использовать его модифицированную форму (1).

В дополнение к полученным ранее для такого модифицированного потенци-
ала Леннард-Джонса (mLJ) коэффициентам низших порядков [18] были рассчи-
таны значения шестого вириального коэффициента в широком диапазоне темпе-
ратур (0,2÷ 100)𝜀/𝑘.

Для соответствующих расчетов была разработана комплексная методика, со-
четающая в себе традиционные квадратурные методы интегрирования с совре-
менным статистическим методом выборки Майера. Разработанная методика в
целом является более универсальной и эффективной по сравнению с оригиналь-
ной выборкой Майера, и может использоваться в будущем для вычисления ви-
риальных коэффициентов более высоких порядков.

Полученные данные по шестому вириальному коэффициенту позволяют при-
близить уравнения теории к результатам численных экспериментов для mLJ мо-
дели. В частности, были получены значения критических параметров этой си-
стемы, значительно более близкие к экспериментальным, чем ранее.

С другой стороны, сам факт того, что добавление в расчеты шестого вири-
ального коэффициента все еще заметно влияет на получаемые результаты, может
указывать на необходимость учета в дальнейшем и коэффициентов более высо-
ких порядков.
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Введение. Матричные уравнения Ляпунова, а также их обобщения — мат-
ричные уравнения Сильвестра [1, 2, 3, 4, 5] широко используются в теории устой-
чивости движения [3, c. 245], а также при решении дифференциальных уравне-
ний Риккати [6, 7] и Бернулли [9, 10]. Если структура общего решения однород-
ной части уравнения Ляпунова хорошо изучена [1, 5], то решение неоднородного
уравнения Сильвестра и, в частности, уравнения Ляпунова достаточно громозд-
ко. В статье [6] предложены условия разрешимости, а также схема построения
частного решения неоднородного уравнения типа Ляпунова на основе псевдооб-
ращения оператора 𝐿, соответствующего однородной части уравнения Ляпунова.
Нами предложена конструктивная формула построения частного решения неод-
нородного уравнения Сильвестра и, в частности, уравнения Ляпунова.

Основные результаты. Исследуем задачу о построении решения линей-
ного матричного уравнения Сильвестра [3, c. 239]

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑄𝑖 𝐶 𝑅𝑖 = 𝐵 . (1)

Здесь 𝑄𝑖 ∈ R𝛼×𝛽 , 𝑅𝑖 ∈ R𝛾×𝛿 и 𝐵 ∈ R𝛼×𝛿 — данные матрицы, 𝐶 ∈ R𝛽×𝛾 — неиз-
вестная матрица. Как известно, общее решение уравнения (1) является суммой

𝐶 = Φ[𝑄𝑖, 𝑅𝑖] + Ψ[𝐵]

общего решения Φ[𝑄𝑖, 𝑅𝑖] однородного уравнения

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑄𝑖 𝐶 𝑅𝑖 = 0 (2)

и произвольного частного решения Ψ[𝐵] уравнения (1). Обозначим{︂
Θ𝑗

}︂𝛽·𝛾

𝑗=1

∈ R𝛽×𝛾

базис пространства R𝛽×𝛾 . Общее решение уравнения (1) ищем в виде суммы

𝐶 =

𝛽·𝛾∑︁
𝑗=1

Θ𝑗𝑐𝑗 , 𝑐𝑗 ∈ R1.

Последнее выражение приводит уравнение (1) к виду

𝛽·𝛾∑︁
𝑗=1

[︂ 𝑘∑︁
𝑖=1

𝑄𝑖Θ𝑗𝑅𝑖

]︂
𝑐𝑗 = 𝐵.

Обозначим матрицы

Ξ𝑗 :=

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑄𝑖Θ𝑗𝑅𝑖 ∈ R𝛼×𝛿, 𝑗 = 1, 2, ... 𝛽 · 𝛾.
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Таким образом, уравнение (1) равносильно следующему:

𝛽·𝛾∑︁
𝑗=1

Ξ𝑗𝑐𝑗 = 𝐵.

Определим оператор
ℳ[𝐴] : R𝑚×𝑛 → R𝑚·𝑛

как оператор, который ставит в соответствие матрице 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛 вектор-столбец
ℳ[𝐴] ∈ R𝑚·𝑛, составленный из 𝑛 столбцов матрицы 𝐴, а также обратный опера-
тор

ℳ−1

{︂
ℳ[𝐴]

}︂
: R𝑚·𝑛 → R𝑚×𝑛,

который ставит в соответствие вектору ℳ[𝐴] ∈ R𝑚·𝑛 матрицу 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛. Заме-
тим, что оператор ℳ[𝐴], как и обратный оператор ℳ−1[𝐵], моЖет быть пред-
ставлен в явном виде. Определим матрицы

ϒ1 := ( 1 ) ∈ R1×1, ϒ2 := ( 1 0 0 1 )* ∈ R4×1,

ϒ3 := ( 1 0 0 0 1 0 0 0 1 )* ∈ R9×1, ϒ4 := ( 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 )* ∈ R16×1, ... .

Вектор ϒ𝑚 состоит из 𝑚 − 1 цепочки вида ( 1 0 0 ... 0 )* ∈ R(𝑚−1)×1 и заканчи-
вается единицей:

ϒ𝑚 :=

(︂
1 0 0 ... 0 1 0 0 ... 0 ... 1 0 0 ... 0 1

)︂*

∈ R𝑚2×1.

В новых обозначениях оператор ℳ[𝐴] представим в явном виде:

ℳ[𝐴] =

(︂
𝐼𝑛
⨂︁

𝐴

)︂
·ϒ𝑛 ∈ R𝑚·𝑛.

Определим также матрицы[︂
𝐸𝑚

𝑛

]︂
𝑘

:=

{︂ [︂
𝐸𝑚

𝑛

]︂(1)
𝑘

[︂
𝐸𝑚

𝑛

]︂(2)
𝑘

...

[︂
𝐸𝑚

𝑛

]︂(𝑚)

𝑘

}︂
∈ R𝑛×𝑚·𝑛,

где [︂
𝐸𝑚

𝑛

]︂(𝑗)
𝑘

:= 𝐼𝑛 · 𝛿𝑗𝑘;

𝛿𝑗𝑘 — символ Кронеккера:

𝛿𝑗𝑘 :=

{︂
1, 𝑗 = 𝑘,
0, 𝑗 ̸= 𝑘

, 𝑗 = 1, 2, ... 𝑚.

В частности,[︂
𝐸𝑚

1

]︂
𝑘

:=

{︂ [︂
𝐸𝑚

1

]︂(1)
𝑘

[︂
𝐸𝑚

1

]︂(2)
𝑘

...

[︂
𝐸𝑚

1

]︂(𝑚)

𝑘

}︂
∈ R1×𝑚,
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где [︂
𝐸𝑚

1

]︂(𝑗)
𝑘

:= 𝛿𝑗𝑘, 𝑗 = 1, 2, ... 𝑚.

Таким образом, обратный оператор ℳ−1[𝐵] представим в явном виде:

ℳ−1[𝐵] =

𝑛∑︁
𝑘=1

[︂
𝐸𝑚

𝑛

]︂
𝑘

·𝐵 ·
[︂
𝐸𝑚

1

]︂
𝑘

.

В новых обозначениях уравнение (1) равносильно уравнению

𝒬 𝑐 = ℳ[𝐵] (3)

относительно вектора 𝑐 ∈ R𝛽·𝛾 ; здесь

𝒬 :=

{︂
ℳ[Ξ1] ℳ[Ξ2] ... ℳ[Ξ𝛽·𝛾 ]

}︂
=

𝛼𝛽∑︁
𝑗=1

{︂[︂
𝐸𝛼𝛽

1

]︂
𝑗

⨂︁
ℳ[Ξ𝑗 ]

}︂
∈ R𝛼·𝛿×𝛽·𝛾 .

При условии [8]
𝑃𝒬*ℳ[𝐵] = 0,

и только при нем уравнение (3) разрешимо:

𝑐 = 𝒬+ℳ[𝐵] + 𝑃𝒬𝑟𝑐𝑟, 𝑐𝑟 ∈ R𝑟.

При этом уравнение (1) имеет 𝑟-параметрическое семейство решений

𝐶 = Φ[𝑄𝑖, 𝑅𝑖] + Ψ[𝐵, 𝑐𝑟],

где

Φ[𝑄𝑖, 𝑅𝑖] := ℳ−1

{︂
𝒬+ℳ[𝐵]

}︂
, Ψ[𝐵, 𝑐𝑟] := ℳ−1

[︂
𝑃𝒬𝑟𝑐𝑟

]︂
.

Здесь 𝒬— псевдообратная по Муру—Пенроузу матрица [1], 𝑃𝒬 : R𝛽·𝛾×𝛽·𝛾→ N(𝒬),
𝑃𝒬* : R𝛼·𝛿×𝛼·𝛿 → N(𝒬*) — ортопроекторы матриц 𝒬 и 𝒬*. Матрица 𝑃𝒬𝑟

со-
ставлена из 𝑟 линейно независимых столбцов матрицы-ортопроектора 𝑃𝒬. Усло-
вия существования и вид общего решения матричного уравнения Сильвестра (1)
определяет следующая теорема.

Теорема. Матричное уравнение Сильвестра (1) разрешимо тогда и только
тогда, когда выполнено условие

𝑃𝒬*ℳ[𝐵] = 0. (4)

При условии (4), и только при нем, уравнение (1) имеет 𝑟-параметрическое
семейство решений

𝐶 = Φ[𝑄𝑖, 𝑅𝑖] + Ψ[𝐵, 𝑐𝑟],

где
Φ[𝑄𝑖, 𝑅𝑖] := ℳ−1

{︂
𝒬+ℳ[𝐵]

}︂
,
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Ψ[𝐵, 𝑐𝑟] := ℳ−1

[︂
𝑃𝒬𝑟

𝑐𝑟

]︂
.

При условии 𝑃𝒬* ̸= 0 будем говорить, что для матричного уравнения Силь-
вестра (1) имеет место критический случай, при этом уравнение Сильвестра (1)
разрешимо лишь для тех неоднородностей 𝐵, для которых выполнено условие
(4). При условии 𝑃𝒬* = 0 будем говорить, что для матричного уравнения Силь-
вестра (1) имеет место некритический случай, при этом уравнение Сильвестра
(1) разрешимо для любой неоднородности 𝐵.

Следствие. Матричное уравнение (1) в некритическом случае (𝑃𝒬* = 0)
разрешимо для любой неоднородности 𝐵 ∈ R𝛼×𝛿. В этом случае уравнение (1)
имеет 𝑟-параметрическое семейство решений

𝐶 = Φ[𝑄𝑖, 𝑅𝑖] + Ψ[𝐵, 𝑐𝑟].

Доказанная теорема и следствие обобщают соответствующие условия разре-
шимости, а также схему построения частного решения неоднородного уравнения
Ляпунова [6] на случай уравнения Сильвестра.

Пример 1. Матричное уравнение Сильвестра

2∑︁
𝑖=1

𝑄𝑖 𝐶 𝑅𝑖 = 𝐵 (5)

разрешимо при

𝑄1 =

⎛⎝ 1 0 1
0 0 0
1 0 0

⎞⎠ , 𝑄2 =

⎛⎝ 0 0 1
0 0 0
1 0 1

⎞⎠ , 𝑅1 =

⎛⎝ 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0

⎞⎠ ,

𝑅2 =

⎛⎝ 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
1 0 1 0 1

⎞⎠ , 𝐵 =
1

2

⎛⎝ 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎠ .

Базис пространства R3×3 составляют матрицы

Θ1 =

⎛⎝ 1 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎠ , Θ2 =

⎛⎝ 0 0 0
1 0 0
0 0 0

⎞⎠ , , ... , Θ9 =

⎛⎝ 0 0 0
0 0 0
0 0 1

⎞⎠ ,

при этом

Ξ1 =

⎛⎝ 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0
1 0 1 0 1

⎞⎠ , Ξ2 =

⎛⎝ 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎠ , ... , Ξ9 =

⎛⎝ 1 0 2 0 1
0 0 0 0 0
1 0 1 0 1

⎞⎠ .
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Ключевая при исследовании матричного уравнения Сильвестра (5) матрица

𝒬 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 2 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
определяет ортопроекторы

𝑃𝒬 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
и

𝑃𝒬* =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 − 1

2 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 − 1
2

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
− 1

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 − 1

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Поскольку 𝑃𝒬* ̸= 0, постольку для матричного уравнения Сильвестра (5) име-
ет место критический случай, при этом выполнено условие (4), следовательно,
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поставленная задача разрешима. Искомое 𝑟 := 5 – параметрическое семейство
решений

𝐶 = Φ[𝑄𝑖, 𝑅𝑖] + Ψ[𝐵, 𝑐𝑟]

матричного уравнения Сильвестра (5) определяет матрица

𝒬+ℳ[𝐵] =
1

4

(︀
1 0 1 0 0 0 −1 0 0

)︀
и 𝑟 линейно независимых столбцов матрицы-ортопроектора 𝑃𝒬 :

𝑃𝒬𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Таким образом, общее решение матричного уравнения Сильвестра (5) предста-
вимо в виде

𝐶 = Φ[𝑄𝑖, 𝑅𝑖] + Ψ[𝐵, 𝑐𝑟],

где

Φ[𝑄𝑖, 𝑅𝑖] =
1

4

⎛⎝ 1 0 −1
0 0 0
1 0 0

⎞⎠ , Ψ[𝐵, 𝑐𝑟] =

⎛⎝ 0 𝑐2 0
𝑐1 𝑐3 𝑐5
0 𝑐4 0

⎞⎠ ,

𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4, 𝑐5 ∈ R1 — произвольные константы.
Пусть условие (4) не выполнено: 𝑃𝒬*ℳ[𝐵] ̸= 0, при этом система (3) нераз-

решима, однако она всегда имеет псевдорешение

𝐶+ := ℳ−1

{︂
𝒬+ℳ[𝐵]

}︂
∈ R𝛽×𝛾 ,

минимизирующее невязку [8, 11]⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝒬 𝑐−ℳ[𝐵]

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
R𝛼·𝛿

→ min

в решении системы (3) и среди всех векторов 𝑐 ∈ R𝛽·𝛾 , на которых невязка дости-
гает наименьшего значения, вектор 𝑐+ ∈ R𝛽·𝛾 имеет наименьшую длину |𝑐| := 𝑐*𝑐.

Лемма. Матричное уравнение Сильвестра (1) при условии 𝑃𝒬*ℳ[𝐵] ̸= 0
не разрешимо, однако имеет псевдорешение

𝐶+ := ℳ−1

{︂
𝒬+ℳ[𝐵]

}︂
∈ R𝛽×𝛾 ,

минимизирующее невязку ⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝒬 𝑐−ℳ[𝐵]

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
R𝛼·𝛿

→ min

в решении системы (3).
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Как и в случае некорректно поставленных нетеровых краевых задач [11, 12,
13, 14, 15], система (3) всегда имеет одно и только одно псевдорешение 𝑐+ ∈ R𝛽·𝛾 ,
наилучшее (в смысле наименьших квадратов), определяемое формулой 𝒬+ℳ[𝐵].
При этом норма невязки Δ равна норме выражения, входящего в левую часть
выражения (3)

Δ :=

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝒬 𝑐+ −ℳ[𝐵]

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
R𝛼·𝛿

=

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑃𝒬*ℳ[𝐵]

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
R𝛼·𝛿

.

Пример 2. Матричное уравнение Сильвестра

2∑︁
𝑖=1

𝑄𝑖 𝐶 𝑅𝑖 = 𝐵 (6)

не разрешимо при

𝐵 =

(︂
1 1 1 1 1
0 0 0 0 0

)︂
;

матрицы 𝑄1, 𝑄2, 𝑅1 и 𝑅2 определены в примере 1.
Поскольку 𝑃𝒬* ̸= 0, постольку для матричного уравнения Сильвестра (6)

имеет место критический случай, при этом условие (4) не выполнено, следова-
тельно, матричное уравнение (6) не разрешимо, однако имеет псевдорешение

𝐶+ := ℳ−1

{︂
𝒬+ℳ[𝐵]

}︂
=

1

2

⎛⎝ 0 0 −1
0 0 0
1 0 1

⎞⎠ ,

наилучшее (в смысле наименьших квадратов).
В случае некорректно поставленной задачи [11, 12, 13, 14, 15] матричное урав-

нение Сильвестра (1) может быть регуляризовано аналогично [16, 17].

Заключение. В статье предложены условия разрешимости и схема по-
строения частного решения неоднородного уравнения типа Ляпунова на осно-
ве псевдообращения оператора, соответствующего однородной части уравнения
Ляпунова. Предложена конструктивная формула построения частного решения
неоднородного уравнения Сильвестра и, в частности, уравнения Ляпунова.
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Яременко М. I. Наближення нелiнiйних напiвгруп в просторах 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥).
Розглянуто умови збiжностi послiдовностi функцiй експоненцiального типу, побудовано
послiдовнiсть таких функцiй, яка збiгається до заданої функцiї експоненцiального типу,
запропоновано метод дослiдження розв’язностi задачi Кошi для рiвняння еволюцiйного
типу.
Ключовi слова: нелiнiйнi полугрупи, задача Кошi, рiвняння еволюцiйного типу.

Яременко Н. И. Приближение нелинейных полугрупп в пространствах
𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥). Рассмотрены условия сходимости последовательности функций экспонен-
циального типа, построена последовательность таких функций, которая сходится к за-
данной функции экспоненциального типа, предложен метод исследования разрешимо-
сти задачи Коши для уравнения эволюционного типа.
Ключевые слова: нелинейные полугруппы, задача Коши, уравнение эволюционного
типа.

Yaremenko M. I. Approximation of nonlinear semigroup in 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥) spaces.

This paper is concerned with conditions of convergence of sequences of functions of expo-

nential type, constructed a sequence of functions which converges to a given function of

exponential type, the proposed method of researching of the solvability of the Cauchy prob-

lem for the equation of evolution type.

Key words: nonlinear semigroup, Cauchy problem, evolutionary equation.

Вступ. В статтi розвивається метод видатного японського математика Мiя-
дери [5–7] для дослiдження збiжнiстi послiдовностей, що апроксимують нелiнiйну
напiвгрупу в просторi 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥).

При дослiдженнi нелiнiйних напiвгруп важливими є теореми типу Хiлле–
Iосiди [6, 7], якi визначають необхiднi i достатнi умови для того, щоб замкнутий
оператор був локальним генератором однопараметричної напiвгрупи у вiдповiд-
ному просторi.

Важливою областю застосування теорiї напiвгруп є вивчення еволюцiйних
рiвнянь [1–3], особливо типу Шредiнгера, де генератором напiвгрупи є гамiльто-
нiан деякої динамiчної системи. Одним iз пiдходiв до дослiдження таких рiвнянь
є побудова послiдовностей, що наближують розв’язок вiдповiдного рiвняння в
певному просторi та дослiдження умов їх збiжностi [6, 8].

За допомогою використання явного вигляду спряженого елемента доведено,
що якщо задана послiдовнiсть нелiнiйних напiвгруп класу 𝜔, генераторами яких
є вiдповiдна послiдовнiсть нелiнiйних операторiв, що задовольняє певнi умови,
тодi сильне замикання сильної границi цих операторiв буде оператором, що по-
роджує нелiнiйну напiвгрупу, i ця напiвгрупа спiвпадає з рiвномiрною границею

c○Яременко М. I., 2014
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послiдовностi заданих нелiнiйних напiвгруп на скiнченному iнтервалi заданої ча-
сової змiнної.

Цей результат дозволяє побудувати послiдовнiсть напiвгруп, яка наближує
нелiнiйну напiвгрупу в просторi 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥).

Тобто якщо поставлена задача Кошi для еволюцiйного рiвняння певного ви-
гляду, то можна побудувати послiдовнiсть задач Кошi, про якi буде вiдомо, що
вони мають розв’язок i цей розв’язок належить певному функцiональному кла-
су. Далi встановлюється збiжнiсть побудованої послiдовностi задач Кошi до по-
чаткової задачi i показується, що границя вiдповiдної послiдовностi розв’язкiв
збiгається до елемента, що буде розв’язком заданої задачi.

В данiї роботi використовується той факт, що для просторiв 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥) явно
вiдомий спряжений елемент, а саме вiн дорiвнює 𝑢 |𝑢|𝑝−2∈ 𝐿𝑞(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥), де 1

𝑝+
1
𝑞 =1.

Основнi результати. Спочатку сформулюємо деякi означення та узго-
димо позначення, якi будуть використовуватися.

Означення 1. Вiдображення A : 𝐿𝑝
(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
→ 𝐿𝑝

(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
, взагалi кажу-

чи, багатозначне, називається дисипативним, якщо⟨
𝑓

′
− 𝑔

′
, (𝑓 − 𝑔) |𝑓 − 𝑔|𝑝−2

⟩
6 0∀𝑓

′
∈ A𝑓, 𝑔

′
∈ A𝑔,

де A𝑓,A𝑔 — множина значень вiдображення A елементiв 𝑓 i 𝑔 вiдповiдно[3,4].
Якщо A — однозначний оператор, то умова дисипативностi набуває вигляду⟨

A𝑓 −A𝑔, (𝑓 − 𝑔) |𝑓 − 𝑔|𝑝−2
⟩
6 0∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿𝑝

(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
.

Позначимо вiдображення

A0𝑓 ≡ lim
ℎ↓0

Tℎ𝑓 − 𝑓

ℎ
, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝

(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
,

яке називається строго iнфiнiтезимальним генератором.
Означення 2. Оператор A : 𝐿𝑝

(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
→ 𝐿𝑝

(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
називається макси-

мальним дисипативним, якщо A : 𝐿𝑝
(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
→ 𝐿𝑝

(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
дисипативний i

iснують такi 𝜆 > 0, що область значень I − 𝜆A спiвпадає з усiм простором
𝐿𝑝
(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
.

Означення 3. Оператор A′ називається конiчним звуженням оператора
A : 𝐿𝑝

(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
→ 𝐿𝑝

(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
, якщо 𝑓 ∈ 𝐷(A) i A′𝑓 = {𝑔′ : 𝑔′ ∈ A𝑓 : ‖𝑔′‖ =

= inf
𝜙∈A𝑓

‖𝜙‖}.

Позначимо через A𝑛 оператор A𝑛 = 𝑛
(︁(︀

I− A
𝑛

)︀−1 − I
)︁
.

Оскiльки оператор A − 𝜔I є дисипативним, то за умови, що 𝛼 ∈
(︀
0, 1

𝜔

)︀
i

𝑓 ′ ∈ A𝑓, 𝑔′ ∈ A𝑔, можна одержати оцiнку

‖𝑓 − 𝑔 − 𝛼 (𝑓 ′ − 𝑔′)‖ > (1− 𝛼𝜔) ‖𝑓 − 𝑔‖ .

Тодi для (I− 𝛼A)
−1 i 𝛼 ∈

(︀
0, 1

𝜔

)︀
маємо оцiнку:⃦⃦⃦

(I− 𝛼A)
−1
𝑓 − (I− 𝛼A)

−1
𝑔
⃦⃦⃦
6 (1− 𝛼𝜔)

−1 ‖𝑓 − 𝑔‖ .
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Далi, використовуючи означення оператора A𝑛, отримаємо, що для всiх 𝑓 ∈
𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥) є вiрною належнiсть A𝑛 ∈ A

(︁
I

I−A
𝑛

)︁
𝑓 i оцiнка аналогiчна дисипатив-

ностi: ⟨
A𝑛𝑓 −A𝑛𝑔, (𝑓 − 𝑔) |𝑓 − 𝑔|𝑝−2

⟩
6 𝜔

(︀
1− 𝑛−1𝜔

)︀−1 ‖𝑓 − 𝑔‖𝑝

для всiх 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿𝑝
(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
.

Оператори A𝑛 породжують нелiнiйнi напiвгрупи {𝑇𝑛
𝑡 ; 𝑡 > 0}, якi для всiх

𝑓, 𝑞 ∈𝐿𝑝
(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
i 𝑡 > 0 задовольняють оцiнку: ‖𝑇𝑛

𝑡 𝑓 − 𝑇𝑛
𝑡 𝑔‖ 6 𝑒

𝜔𝑡

1−𝑛−1𝜔 ‖𝑓 − 𝑔‖.
Також вiрна оцiнка ‖A𝑛𝑓‖ 6 1

1−𝑛−1𝜔 inf{‖𝑔‖ : 𝑔 ∈ A𝑓} .

Цi напiвгрупи при кожному фiксованому 𝑓 ∈ 𝐿𝑝
(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
є сильно неперервно

диференцiйованими 𝐿𝑝
(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
-значними функцiями на [0,∞), якi при 𝑡 ∈ [0,∞)

задовольняють еволюцiйному рiвнянню 𝑑
𝑑𝑡𝑇

𝑛
𝑡 𝑓 = A𝑛𝑇

𝑛
𝑡 𝑓.

Далi для збiжностi напiвгруп {𝑇𝑛
𝑡 ; 𝑡 > 0} потрiбно перевiрити критерiй Кошi,

тобто оцiнити рiзницю 𝑇𝑛
𝑡 𝑓 − 𝑇𝑚

𝑡 𝑓 при кожному фiксованому 𝑓 ∈ 𝐷 (A). Заува-
жимо, що 𝜔

1−𝑛−1𝜔 6 2𝜔 i 1
1−𝑛−1𝜔 6 2 при 𝑛 > 2𝜔.

Оцiнимо рiзницю Кошi:

‖𝑇𝑛
𝛼 𝑓 − 𝑇𝑚

𝛼 𝑓‖ 6
∫︁ 𝛼

0

‖A𝑛𝑇
𝑛
𝜏 𝑓 −A𝑚𝑇

𝑚
𝜏 𝑓‖ 𝑑𝜏 6 2𝑝𝑒𝑝𝛼𝜔 inf{‖𝑔‖ : 𝑔 ∈ A𝑓}𝛼.

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑇𝑛

𝛼 𝑓 − 𝑇𝑚
𝛼 𝑓 −

(︂
I− A

𝑛

)︂−1

𝑇𝑛
𝛼 𝑓 +

(︂
I− A

𝑚

)︂−1

𝑇𝑚
𝛼 𝑓

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6

6
‖A𝑛𝑇

𝑛
𝛼 𝑓‖
𝑛

+
‖A𝑚𝑇

𝑚
𝛼 𝑓‖

𝑚
6

6
(︁

1
𝑛−𝜔 + 1

𝑚−𝜔

)︁
𝑒𝑝𝛼𝜔 inf{‖𝑔‖ : 𝑔 ∈ A𝑓}, при 𝛼 > 0.

Отже при 𝑚,𝑛→ ∞ є збiжнiсть рiзницi Кошi до нуля.
Можемо записати:⃦⃦⃦⃦

⃦
(︂
I− A

𝑛

)︂−1

𝑇𝑛
𝛼 𝑓 −

(︂
I− A

𝑚

)︂−1

𝑇𝑚
𝛼 𝑓

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤

6

(︂
1

𝑛− 𝜔
+

1

𝑚− 𝜔

)︂
𝑒𝑝𝛼𝜔 inf{‖𝑔‖ : 𝑔 ∈ A𝑓}+ ‖𝑇𝑛

𝛼 𝑓 − 𝑇𝑚
𝛼 𝑓‖ .

Але оскiльки⟨
A𝑛𝑇

𝑛
𝛼 𝑓 −A𝑚𝑇

𝑚
𝛼 𝑓,

(︃(︂
I− A

𝑛

)︂−1

𝑇𝑛
𝛼 𝑓 −

(︂
I− A

𝑚

)︂−1

𝑇𝑚
𝛼 𝑓

)︃
×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︂
I− A

𝑛

)︂−1

𝑇𝑛
𝛼 𝑓 −

(︂
I− A

𝑚

)︂−1

𝑇𝑚
𝛼 𝑓

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝−2⟩

6

6 𝜔

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︂
I− A

𝑛

)︂−1

𝑇𝑛
𝛼 𝑓 −

(︂
I− A

𝑚

)︂−1

𝑇𝑚
𝛼 𝑓

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑝

,
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за аналогiєю отримуємо:⟨
A𝑛𝑇

𝑛
𝛼 𝑓 −A𝑚𝑇

𝑚
𝛼 𝑓, (𝑇

𝑛
𝛼 𝑓 − 𝑇𝑚

𝛼 𝑓) |𝑇𝑛
𝛼 𝑓 − 𝑇𝑚

𝛼 𝑓 |
𝑝−2
⟩
6

≤
⟨
A𝑛𝑇

𝑛
𝛼 𝑓 −A𝑚𝑇

𝑚
𝛼 𝑓, (𝑇

𝑛
𝛼 𝑓 − 𝑇𝑚

𝛼 𝑓) |𝑇𝑛
𝛼 𝑓 − 𝑇𝑚

𝛼 𝑓 |
𝑝−2
⟩
−

−

⟨
A𝑛𝑇

𝑛
𝛼 𝑓 −A𝑚𝑇

𝑚
𝛼 𝑓,

(︃(︂
I− A

𝑛

)︂−1

𝑇𝑛
𝛼 𝑓 −

(︂
I− A

𝑚

)︂−1

𝑇𝑚
𝛼 𝑓

)︃
×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︂
I− A

𝑛

)︂−1

𝑇𝑛
𝛼 𝑓 −

(︂
I− A

𝑚

)︂−1

𝑇𝑚
𝛼 𝑓

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝−2⟩

+

+𝜔

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︂
I− A

𝑛

)︂−1

𝑇𝑛
𝛼 𝑓 −

(︂
I− A

𝑚

)︂−1

𝑇𝑚
𝛼 𝑓

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑝

≤

6 inf{‖𝑔‖ : 𝑔 ∈ A𝑓}×

×𝑐(𝑝)𝑒𝑝𝜔𝛼

⃦⃦⃦⃦
⃦ (𝑇𝑛

𝛼 𝑓 − 𝑇𝑚
𝛼 𝑓) |𝑇𝑛

𝛼 𝑓 − 𝑇𝑚
𝛼 𝑓 |

𝑝−2 −

−
⃒⃒⃒(︁(︀

I− A
𝑛

)︀−1
𝑇𝑛
𝛼 𝑓 −

(︀
I− A

𝑚

)︀−1
𝑇𝑚
𝛼 𝑓
)︁⃒⃒⃒𝑝−1

⃦⃦⃦⃦
⃦ .

В просторi 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥) є вiрною формула

‖𝑇𝑛
𝛼 𝑓 − 𝑇𝑚

𝛼 𝑓‖
𝑝
=

∫︁ 𝛼

0

𝑑

𝑑𝜂

⃦⃦
𝑇𝑛
𝜂 𝑓 − 𝑇𝑚

𝜂 𝑓
⃦⃦𝑝
𝑑𝜂.

Оцiнимо iнтеграл за допомогою формул, що отриманi вище:∫︁ 𝛼

0

𝑑

𝑑𝜂

⃦⃦
𝑇𝑛
𝜂 𝑓 − 𝑇𝑚

𝜂 𝑓
⃦⃦𝑝
𝑑𝜂 =

= 𝑝

∫︁ 𝛼

0

⟨
A𝑛𝑇

𝑛
𝜂 𝑓 −A𝑚𝑇

𝑚
𝜂 𝑓,

(︀
𝑇𝑛
𝜂 𝑓 − 𝑇𝑚

𝜂 𝑓
)︀ ⃒⃒
𝑇𝑛
𝜂 𝑓 − 𝑇𝑚

𝜂 𝑓
⃒⃒𝑝−2

⟩
𝑑𝜂 6

6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝑝)𝑒𝑝𝜔𝛼 inf{‖𝑔‖ : 𝑔 ∈ A𝑓}×

×
∫︁ 𝛼

0

⃦⃦⃦(︀
𝑇𝑛
𝜂 𝑓 − 𝑇𝑚

𝜂 𝑓
)︀ ⃒⃒
𝑇𝑛
𝜂 𝑓 − 𝑇𝑚

𝜂 𝑓
⃒⃒𝑝−2 −

−

(︃(︂
I− A

𝑛

)︂−1

𝑇𝑛
𝜂 𝑓 −

(︂
I− A

𝑚

)︂−1

𝑇𝑚
𝜂 𝑓

)︃
×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︃(︂

I− A

𝑛

)︂−1

𝑇𝑛
𝜂 𝑓 −

(︂
I− A

𝑚

)︂−1

𝑇𝑚
𝜂 𝑓

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝−2
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑑𝜂+

+𝑝𝜔

∫︁ 𝛼

0

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︂
I− A

𝑛

)︂−1

𝑇𝑛
𝜂 𝑓 −

(︂
I− A

𝑚

)︂−1

𝑇𝑚
𝜂 𝑓

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑝

𝑑𝜂.

Отже оцiнимо норму:
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‖𝑇𝑛
𝛼 𝑓 − 𝑇𝑚

𝛼 𝑓‖
𝑝 6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝑝)𝑒𝑝𝜔𝛼 inf{‖𝑔‖ : 𝑔 ∈ A𝑓}×

×
∫︁ 𝛼

0

⃦⃦⃦(︀
𝑇𝑛
𝜂 𝑓 − 𝑇𝑚

𝜂 𝑓
)︀ ⃒⃒
𝑇𝑛
𝜂 𝑓 − 𝑇𝑚

𝜂 𝑓
⃒⃒𝑝−2 −

−

(︃(︂
I− A

𝑛

)︂−1

𝑇𝑛
𝜂 𝑓 −

(︂
I− A

𝑚

)︂−1

𝑇𝑚
𝜂 𝑓

)︃
×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︃(︂

I− A

𝑛

)︂−1

𝑇𝑛
𝜂 𝑓 −

(︂
I− A

𝑚

)︂−1

𝑇𝑚
𝜂 𝑓

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝−2
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑑𝜂+

+𝑐1(𝑝)𝜔

(︂
1

𝑛− 𝜔
+

1

𝑚− 𝜔

)︂𝑝

𝑒2𝑝𝛼𝜔𝛼
(︁
inf{‖𝑔‖ : 𝑔 ∈ A𝑓}+ ‖𝑇𝑛

𝛼 𝑓 − 𝑇𝑚
𝛼 𝑓‖

)︁𝑝
+

+𝑝2𝜔

∫︁ 𝛼

0

⃦⃦
𝑇𝑛
𝜂 𝑓 − 𝑇𝑚

𝜂 𝑓
⃦⃦𝑝
𝑑𝜂.

Далi скористаємося позначенням, що було введено ранiше, а саме класом
K(𝛽) для дiйсних значень параметра 𝛽, якi строго бiльшi нуля.

K(𝛽) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝑝)𝑒𝑝𝜔𝛽 inf{‖𝑔‖ : 𝑔 ∈ A𝑓}×

×
∫︁ 𝛽

0

⃦⃦⃦(︀
𝑇𝑛
𝜂 𝑓 − 𝑇𝑚

𝜂 𝑓
)︀ ⃒⃒
𝑇𝑛
𝜂 𝑓 − 𝑇𝑚

𝜂 𝑓
⃒⃒𝑝−2 −

−

(︃(︂
I− A

𝑛

)︂−1

𝑇𝑛
𝜂 𝑓 −

(︂
I− A

𝑚

)︂−1

𝑇𝑚
𝜂 𝑓

)︃
×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︃(︂

I− A

𝑛

)︂−1

𝑇𝑛
𝜂 𝑓 −

(︂
I− A

𝑚

)︂−1

𝑇𝑚
𝜂 𝑓

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝−2
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑑𝜂+

+𝑐1(𝑝)𝜔

(︂
1

𝑛− 𝜔
+

1

𝑚− 𝜔

)︂𝑝

𝑒2𝑝𝛽𝜔𝛽
(︁
inf{‖𝑔‖ : 𝑔 ∈ A𝑓}+ ‖𝑇𝑛

𝛼 𝑓 − 𝑇𝑚
𝛼 𝑓‖

)︁𝑝
.

Тодi запишемо оцiнку для всiх дiйсних чисел 𝛼, що належать iнтервалу [0, 𝛽] з
використанням введеного позначення:

‖𝑇𝑛
𝛼 𝑓 − 𝑇𝑚

𝛼 𝑓‖
𝑝 6 K(𝛽) + 𝑝2𝜔

∫︁ 𝛼

0

⃦⃦
𝑇𝑛
𝜂 𝑓 − 𝑇𝑚

𝜂 𝑓
⃦⃦𝑝
𝑑𝜂.

А отже, для 𝛼 ∈ [0, 𝛽] маємо формулу

‖𝑇𝑛
𝛼 𝑓 − 𝑇𝑚

𝛼 𝑓‖
𝑝 6 𝑝

√︀
K(𝛽)𝑒𝑝𝛼𝜔.

При 𝑚,𝑛 → ∞ маємо K(𝛽) → 0, тобто збiжнiсть рiзницi Кошi до нуля, а
отже

lim
𝑚,𝑛→∞

‖𝑇𝑛
𝛼 𝑓 − 𝑇𝑚

𝛼 𝑓‖ = 0,

причому рiвномiрно по 𝛼 ∈ [0, 𝛽] для кожного 𝑓 ∈ [𝐷(A)].
Отже iснує напiвгрупа 𝑇𝛼𝑓 = lim

𝑛→∞
𝑇𝑛
𝛼 𝑓 , де 𝛼 > 0 i 𝑓 ∈ [𝐷(A)].
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Можна показати, що множина {𝑇𝛼 : 𝛼 > 0} є нелiнiйною напiвгрупою, ви-
значеною на [𝐷(A)], i для неї при всiх 𝑡 > 0 на [𝐷(A)] справедлива наступна
оцiнка: ‖𝑇𝑡𝑓 − 𝑇𝑡𝑔‖ 6 𝑒𝜔𝑡 ‖𝑓 − 𝑔‖.

Теорема про послiдовнiсть нелiнiйних напiвгруп.
Теорема 1. Нехай {𝑇𝑛

𝑡 : 𝑡 > 0, 𝑛 ∈ 𝑁}– послiдовнiсть нелiнiйних напiвгруп,
якi задовольняють умову: ‖𝑇𝑛

𝑡 𝑓 − 𝑇𝑛
𝑡 𝑔‖ 6 𝑒𝜔𝑡 ‖𝑓 − 𝑔‖ i послiдовнiсть операторiв

{A𝑛 : 𝑛 ∈ 𝑁} є генераторами послiдовностi нелiнiйних напiвгруп {𝑇𝑛
𝑡
: 𝑡 > 0, 𝑛 ∈

𝑁} i iснує послiдовнiсть чисел 𝜇𝑛 ∈
(︀
0, 1

𝜔

)︀
, така, що 𝑅 (I− 𝜇𝑛A𝑛) = 𝐿𝑝

(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
,

позначимо границю елементiв з 𝐿𝑝
(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
lim
𝑛→∞

A𝑛𝑓через A𝑓 , як границю в

𝐿𝑝
(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
-нормi.

Тодi замикання A в нормi 𝐿𝑝
(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
, яке позначимо через [A], породжує

нелiнiйну напiвгрупу {𝑇
𝑡
: 𝑡 > 0}, яку можна визначити, як 𝐿𝑝

(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
-рiвно-

мiрну границю: 𝑇𝑡𝑓 = lim
𝑛→∞

𝑇𝑛
𝑡 𝑓на будь-якому скiнченному iнтервалi 𝑡 ∈ [0, 𝑡0].

Крiм того, напiвгрупа {𝑇
𝑡
: 𝑡 > 0}є єдиною в класi напiвгруп, що задовольняє

наступнi умови:
1) для будь-якого елемента 𝑓 ∈ 𝐷(A) функцiя 𝑇𝑡𝑓 сильно абсолютно непе-

рервна на будь-якому скiнченному iнтервалi;
2) для будь-якого елемента 𝑓 ∈ 𝐷(A) для всiх 𝑡 > 0 𝑇𝑡𝑓 ∈ 𝐷(A) i 𝐷+𝑇𝑡𝑓 =

A0𝑇𝑡𝑓 i A0𝑇𝑡𝑓 є неперервною за нормою 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥) при 𝑡 > 0 за 𝑡.
3) для будь-якого елемента 𝑓 ∈ 𝐷(A) iснує сильна неперервна похiдна 𝑑

𝑑𝑡𝑇𝑡𝑓 =
= A0𝑇𝑡𝑓 за виключенням, можливо, злiченної кiлькостi точок.

Доведення. При доведеннi використовуються методи, аналогiчнi до тих, що
були застосованi вище, для зручностi i щоб уникнути плутанини iндекс послiдов-
ностi береться в дужки, тобто A𝑛 генератор напiвгрупи 𝑇𝑛

𝑡 будуть далi познача-
тися як A(𝑛)i 𝑇 (𝑛)

𝑡 вiдповiдно.
Нехай 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐷(A) ⊆ 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥), тодi

⟨
A(𝑛)𝑓 −A(𝑛)𝑔, (𝑓 − 𝑔) |𝑓 − 𝑔|𝑝−2

⟩
= =

lim
𝛼→0

⟨
𝑇 (𝑛)
𝛼 𝑓−𝑓

𝛼 − 𝑇 (𝑛)
𝛼 𝑔−𝑔

𝛼 , (𝑓 − 𝑔) |𝑓 − 𝑔|𝑝−2
⟩
6 𝜔 ‖𝑓 − 𝑔‖𝑝 , отже оператор A(𝑛) − 𝜔I

є дисипативним оператором.
Оскiльки 𝑅(I − 𝜇𝑛A

(𝑛)) = 𝐿𝑝
(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
, то для 𝜂𝑛 = 𝜇𝑛

1
1−𝜇𝑛𝜔

i для кожного
𝑛 буде вiрною рiвнiсть 𝑅

(︀
I− 𝜂𝑛

(︀
A(𝑛) − 𝜔I

)︀)︀
= 𝐿𝑝

(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
, отже (A(𝑛) − 𝜔I)—

максимальний дисипативний оператор.
Далi зафiксуємо iндекс послiдовностi, той, що в дужках, i використаємо по-

переднi результати, що завжди можливо при 𝑚 > 𝜔. Тодi iснує
(︁
I− A(𝑛)

𝑚

)︁−1

i для

цього оператора вiрна оцiнка для 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿𝑝
(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
:⃦⃦⃦⃦

⃦
(︂
I− A(𝑛)

𝑚

)︂−1

𝑓 −
(︂
I− A(𝑛)

𝑚

)︂−1

𝑔

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6 (︁1− 𝜔

𝑚

)︁−1

‖𝑓 − 𝑔‖ .

Покладемо за означенням A
(𝑛)
𝑚 = 𝑚

(︂(︁
I− A(𝑛)

𝑚

)︁−1

− I

)︂
. Отже нелiнiйнi опе-

ратори A
(𝑛)
𝑚 є генераторами нелiнiйних напiвгруп {𝑇 (𝑛)

𝑚𝑡 : 𝑡 > 0, 𝑛 ∈ 𝑁} i для цих
напiвгруп для 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿𝑝

(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
вiрна оцiнка⃦⃦⃦

𝑇
(𝑛)
𝑚𝑡 𝑓 − 𝑇

(𝑛)
𝑚𝑡 𝑔

⃦⃦⃦
6 𝑒

𝜔𝑡

1−𝑚−1𝜔 ‖𝑓 − 𝑔‖ .



64 Яременко М. I.

Для елементiв 𝑓 ∈ [𝐷
(︀
A(𝑛)

)︀
] iснує границя: 𝑇 (𝑛)

𝑡 𝑓 = lim
𝑚→∞

𝑇
(𝑛)
𝑚𝑡 𝑓, 𝑡 > 0.

Визначимо рiзницю Кошi для послiдовностi напiвгруп {𝑇 (𝑛)
𝑚𝑡 : 𝑡 > 0, 𝑛 ∈ 𝑁}

за iндексом 𝑚: 𝑇 (𝑛)
𝑚𝑡 𝑓 − 𝑇

(𝑛)
𝑘𝑡 𝑓, 𝑡 > 0 i позначимо її 𝑃 (𝑛)

𝑚𝑘𝑡, тобто 𝑃
(𝑛)
𝑚𝑘𝑡𝑓 = 𝑇

(𝑛)
𝑚𝑡 𝑓−

−𝑇 (𝑛)
𝑘𝑡 𝑓, 𝑡 > 0. Оскiльки важливою є поведiнка 𝑃 (𝑛)

𝑚𝑘𝑡 лише для великих 𝑘,𝑚, то
можна вважати, що 𝑘,𝑚 > 𝑝𝜔, дослiджується "хвiст" послiдовностi 𝑃 (𝑛)

𝑚𝑘𝑡.
Використовуючи вже одержанi оцiнки, з урахуванням введених позначень

одержуємо для 𝛼 > 0: ⃦⃦⃦
𝑃

(𝑛)
𝑚𝑘𝛼𝑓

⃦⃦⃦
6 2𝑝𝑒𝑝𝛼𝜔

⃦⃦⃦
A(𝑛)𝑓

⃦⃦⃦
𝛼,

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑃 (𝑛)

𝑚𝑘𝑡𝑓 −
(︂
I− A(𝑛)

𝑚

)︂−1

𝑇 (𝑛)
𝑚𝛼𝑓 +

(︂
I− A(𝑛)

𝑘

)︂−1

𝑇
(𝑛)
𝑘𝛼 𝑓

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6

6

⃦⃦⃦
A

(𝑛)
𝑚 𝑇

(𝑛)
𝑚𝛼𝑓

⃦⃦⃦
𝑚

+

⃦⃦⃦
A

(𝑛)
𝑘 𝑇

(𝑛)
𝑘𝛼 𝑓

⃦⃦⃦
𝑘

6

6

(︂
1

𝑚− 𝜔
+

1

𝑘 − 𝜔

)︂
𝑒𝑝𝛼𝜔

⃦⃦⃦
A(𝑛)𝑓

⃦⃦⃦
,

далi якщо позначити

K
(𝑛)
𝑚𝑘 (𝛽) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝑝)𝑒𝑝𝜔𝛽 inf{‖𝑔‖ : 𝑔 ∈ A(𝑛)}×

×
∫︁ 𝛽

0

⃦⃦⃦⃦(︁
𝑇 (𝑛)
𝑚𝜂 𝑓 − 𝑇

(𝑛)
𝑘𝜂 𝑓

)︁ ⃒⃒⃒
𝑇 (𝑛)
𝑚𝜂 𝑓 − 𝑇

(𝑛)
𝑘𝜂 𝑓

⃒⃒⃒𝑝−2

−

−

⎛⎝(︃I− A
(𝑛)
𝑚

𝑚

)︃−1

𝑇 (𝑛)
𝑚𝜂 𝑓 −

(︃
I−

A
(𝑛)
𝑘

𝑘

)︃−1

𝑇
(𝑛)
𝑘𝜂 𝑓

⎞⎠×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
⎛⎝(︃I− A

(𝑛)
𝑚

𝑚

)︃−1

𝑇 (𝑛)
𝑚𝜂 𝑓 −

(︃
I−

A
(𝑛)
𝑘

𝑘

)︃−1

𝑇
(𝑛)
𝑘𝜂 𝑓

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑝−2
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ 𝑑𝜂+

+(𝑐1(𝑝))
𝑝
𝜔

(︂
1

𝑚− 𝜔
+

1

𝑘 − 𝜔

)︂𝑝

𝑒2𝑝𝛽𝜔𝛽
⃦⃦⃦
A(𝑛)𝑓

⃦⃦⃦𝑝
,

аналогiчно отримуємо оцiнку 𝐿𝑝
(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
норми 𝑃 (𝑛)

𝑚𝑘𝛼 на сегментi 𝛼 ∈ [0, 𝛽]:⃦⃦⃦
𝑃

(𝑛)
𝑚𝑘𝛼

⃦⃦⃦
6

𝑝

√︁
K

(𝑛)
𝑚𝑘 (𝛽)𝑒

𝑝𝛼𝜔.

Далi доведемо, що збiжнiсть в границi 𝑇 (𝑛)
𝑡 𝑓 = lim

𝑚→∞
𝑇

(𝑛)
𝑚𝑡 𝑓, 𝑡 > 0, будь-

якого числа 𝛼 ∈ [0, 𝛽] є рiвномiрною вiдносно n.
Доведення. Зафiксуємо довiльне число 𝛼 ∈ [0, 𝛽] i елемент 𝑓 ∈ 𝐷 (A). Оскiль-

ки lim
𝑛→∞

A(𝑛)𝑓 = A𝑓 , то iснує таке натуральне число 𝑛0 i число 𝑀 > 0, що при
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𝑛 > 𝑛0𝑓 ∈ 𝐷
(︀
A(𝑛)

)︀
i
⃦⃦
A(𝑛)𝑓

⃦⃦
6 𝑀 , тобто для великих iндексiв послiдовно-

стi норми генераторiв рiвномiрно обмеженi на кожному елементi. Очевидно, що
множина

B = {
(︁
𝑇 (𝑛)
𝑚𝜂 𝑓 − 𝑇

(𝑛)
𝑘𝜂 𝑓

)︁ ⃒⃒⃒
𝑇 (𝑛)
𝑚𝜂 𝑓 − 𝑇

(𝑛)
𝑘𝜂 𝑓

⃒⃒⃒𝑝−2

,(︃
I− A

(𝑛)
𝑚

𝑚

)︃−1

𝑇 (𝑛)
𝑚𝜂 𝑓 −

(︃
I−

A
(𝑛)
𝑘

𝑘

)︃−1

𝑇
(𝑛)
𝑘𝜂 𝑓 : 𝜂 ∈ [0, 𝛽] ;𝑛 > 𝑛0;𝑚, 𝑘 > 𝑝𝜔}

є обмеженою множиною.
Використовуючи попереднi нерiвностi, далi маємо, що для кожного числа

𝜀 > 0 iснує число 𝛿(𝜀) > 0 таке, що для елементiв 𝑓, 𝑔 ∈ B i ‖𝑓 − 𝑔‖ < 𝛿(𝜀)

виконується нерiвнiсть
⃦⃦⃦
𝑓 |𝑓 |𝑝−2 − 𝑔 |𝑔|𝑝−2

⃦⃦⃦
< 𝜀𝑝

2𝑝2𝑀𝛽𝑒𝑝𝜔𝛽 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
Вибираємо числа 𝑘,𝑚 > 𝑘0 > 𝜔𝑝 досить великими, такими, щоб, виконува-

лась нерiвнiсть 2 𝑝2𝑀𝑒𝑝𝜔𝛽

(𝑘0−𝜔)𝑐1(𝑝)
6 min

(︂
𝛿, 𝜀

𝑝
√

𝑝2𝜔𝛽

)︂
, отримуємо при 𝛼 ∈ [0, 𝛽] i

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑃 (𝑛)

𝑚𝑘𝑡𝑓 −
(︂
I− A(𝑛)

𝑚

)︂−1

𝑇 (𝑛)
𝑚𝛼𝑓 +

(︂
I− A(𝑛)

𝑘

)︂−1

𝑇
(𝑛)
𝑘𝛼 𝑓

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6 2

𝑀𝑒𝑝𝜔𝛽

(𝑘0 − 𝜔)
6 𝛿.

Отже при 𝑛 > 𝑛0 маємо⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝑃

(𝑛)
𝑚𝑘𝑡𝑓

⃒⃒⃒
𝑃

(𝑛)
𝑚𝑘𝑡𝑓

⃒⃒⃒𝑝−2

−
(︂(︁

I− A(𝑛)

𝑚

)︁−1

𝑇
(𝑛)
𝑚𝛼𝑓 +

(︁
I− A(𝑛)

𝑘

)︁−1

𝑇
(𝑛)
𝑘𝛼 𝑓

)︂
×

×
⃒⃒⃒⃒(︁
I− A(𝑛)

𝑚

)︁−1

𝑇
(𝑛)
𝑚𝛼𝑓 +

(︁
I− A(𝑛)

𝑘

)︁−1

𝑇
(𝑛)
𝑘𝛼 𝑓

⃒⃒⃒⃒𝑝−2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 6

6
𝜀𝑝

2𝑝2𝑀𝛽𝑒𝑝𝜔𝛽
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Покажемо, що для 𝑛 > 𝑛0 є вiрною нерiвнiсть: K(𝑛)
𝑚𝑘 (𝛽) 6 𝜀𝑝. Дiйсно, маємо

оцiнки
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝑝)𝑒𝑝𝜔𝛽 inf{‖𝑔‖ : 𝑔 ∈ A(𝑛)}×

×
∫︁ 𝛽

0

⃦⃦⃦⃦(︁
𝑇 (𝑛)
𝑚𝜂 𝑓 − 𝑇

(𝑛)
𝑘𝜂 𝑓

)︁ ⃒⃒⃒
𝑇 (𝑛)
𝑚𝜂 𝑓 − 𝑇

(𝑛)
𝑘𝜂 𝑓

⃒⃒⃒𝑝−2

−

−

⎛⎝(︃I− A
(𝑛)
𝑚

𝑚

)︃−1

𝑇 (𝑛)
𝑚𝜂 𝑓 −

(︃
I−

A
(𝑛)
𝑘

𝑘

)︃−1

𝑇
(𝑛)
𝑘𝜂 𝑓

⎞⎠×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
⎛⎝(︃I− A

(𝑛)
𝑚

𝑚

)︃−1

𝑇 (𝑛)
𝑚𝜂 𝑓 −

(︃
I−

A
(𝑛)
𝑘

𝑘

)︃−1

𝑇
(𝑛)
𝑘𝜂 𝑓

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑝−2
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ 𝑑𝜂 6

6
𝜀𝑝𝑝2𝑀𝛽𝑒𝑝𝜔𝛽

2𝑝2𝑀𝛽𝑒𝑝𝜔𝛽
;

𝑐1(𝑝)𝜔

(︂
1

𝑚− 𝜔
+

1

𝑘 − 𝜔

)︂𝑝

𝑒2𝑝𝛽𝜔𝛽
⃦⃦⃦
A(𝑛)𝑓

⃦⃦⃦𝑝
6 (𝑐1(𝑝))

𝑝

(︂
𝑝2𝑀𝑒𝑝𝜔𝛽

(𝑘0 − 𝜔) 𝑐1(𝑝)

)︂𝑝

𝛽 6
𝜀𝑝

2
.
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Отже, для 𝑘,𝑚 > 𝑘0 є правильною оцiнка

sup
𝜂∈[0,𝛽], 𝑛>𝑛0

⃦⃦⃦
𝑇 (𝑛)
𝑚𝜂 𝑓 − 𝑇

(𝑛)
𝑘𝜂 𝑓

⃦⃦⃦
≤ 𝑒𝑝𝜔𝛽𝜀.

Оскiльки [𝑅 (I− 𝜇0A)] = 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥) i оператор A − I𝜔 дисипативний як грани-
ця операторiв A(𝑛) − I𝜔 при 𝑛 → ∞, то отримуємо твердження про рiвномiрну
збiжнiсть напiвгруп 𝑇 (𝑛)

𝑡 𝑓 = lim
𝑚→∞

𝑇
(𝑛)
𝑚𝑡 𝑓, 𝑡 > 0.

Доведемо наступну лему.
Лема 1. Нехай𝑚 > 𝜔, тодi оператор

(︀
I− A

𝑚

)︀−1 має єдине розширення B𝑚,
яке визначене на всьому просторi 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥) i для якого на всьому 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥)

є вiрною оцiнка ‖B𝑚𝑓 − B𝑚𝑔‖ 6 ‖𝑓−𝑔‖
1−𝑚−1𝜔 .

Крiм того, B𝑚 =
(︁
I− [A]

𝑚

)︁−1

i оператор ([A]− I𝜔)
−1 є максимальним диси-

пативним оператором.
Доведення. Спочатку використаємо дисипативнiсть оператора A− I𝜔, отже

при 𝑛 > 𝜔 оператор
(︀
I− 𝑛−1A

)︀−1 iснує, i для елементiв 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑅
(︀
I− 𝑛−1A

)︀
є

вiрною оцiнка ⃦⃦⃦(︀
I− 𝑛−1A

)︀−1
𝑓 −

(︀
I− 𝑛−1A

)︀−1
𝑔
⃦⃦⃦
6

‖𝑓 − 𝑔‖
1−𝑚−1𝜔

.

Доведемо максимальну дисипативнiсть оператора ([A]− I𝜔)
−1.

Нехай 𝑘,𝑚 > 𝜔. Запишемо наступнi оцiнки:

(︀
I−𝑚−1A

)︀−1 (︀
I− 𝑘−1A

)︀−1
𝑓 =

(︂
1− 𝑘

𝑚

)︂(︀
I− 𝑛−1A

)︀−1
𝑓 +

𝑘

𝑚
𝑓,

(︀
I− 𝑘−1A

)︀−1
=
(︀
I−𝑚−1A

)︀−1
(︂(︂

1− 𝑘

𝑚

)︂(︀
I− 𝑘−1A

)︀−1
𝑓 +

𝑘

𝑚
𝑓

)︂
,

отже

B𝑘𝑓 = B𝑚

(︂(︂
1− 𝑘

𝑚

)︂
B𝑘𝑓 +

𝑘

𝑚
𝑓

)︂
.

Тобто оскiльки
[︀
𝑅
(︀
I− 𝑘−1A

)︀]︀
= 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥), маємо, що для всiх 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥)

вiрно

B𝑘𝑓 = B𝑚

(︂(︂
1− 𝑘

𝑚

)︂
B𝑘𝑓 +

𝑘

𝑚
𝑓

)︂
.

Отже областi значень B𝑘 i B𝑚 спiвпадають i 𝑚
(︀
𝑓 − B−1

𝑚 𝑓
)︀
= 𝑘

(︀
𝑓 − B−1

𝑘 𝑓
)︀
.

Покажемо, що оператор 𝑚
(︀
𝑓 − B−1

𝑚 𝑓
)︀

спiвпадає з замиканням оператора A за
нормою 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥).

Дiйсно, 𝐷
(︀
𝑚
(︀
𝑓 − B−1

𝑚 𝑓
)︀)︀

⊃ 𝐷 (A) i A𝑓 ∈ 𝑚
(︀
𝑓 − B−1

𝑚 𝑓
)︀

для всiх 𝑓 ∈ 𝐷 (A),
також 𝐺

(︀
𝑚
(︀
𝑓 − B−1

𝑚 𝑓
)︀)︀

— графiк оператора 𝑚
(︀
𝑓 − B−1

𝑚 𝑓
)︀
— є замкненою мно-

жиною. Нехай 𝑔 ∈ 𝑚
(︀
𝑓 − B−1

𝑚 𝑓
)︀
, тодi iснує 𝑓 ′ ∈ 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥) такий, що 𝑓 = B𝑚𝑓

′

i 𝑔 = 𝑚(𝑓 − 𝑓 ′), а отже iснує така послiдовнiсть елементiв {𝑓𝑙} ⊃ 𝐷 (A), що(︀
I−𝑚−1A

)︀
𝑓𝑙 −−−→

𝑙→∞
𝑓 ′.
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Оскiльки 𝑓𝑙 = B𝑚

(︀
I−𝑚−1A

)︀
𝑓𝑙 −−−→

𝑙→∞
B𝑚𝑓

′ = 𝑓 i A𝑓𝑙 −−−→
𝑙→∞

𝑚 (𝑓 − 𝑓 ′) = 𝑔,

то одержуємо, що графiк оператора 𝑚
(︀
𝑓 − B−1

𝑚 𝑓
)︀

спiвпадає iз замиканням гра-
фiка оператора A. Отже оператор B𝑚 спiвпадає з оператором (I−𝑚 [A])

−1, тобто
доведено перше припущення, до цього це була лише гiпотеза.

Нехай 𝑓 ′ ∈ [A] 𝑓 i 𝑔′ ∈ [A] 𝑔, тодi iснують послiдовностi елементiв {𝑓𝑙} ⊂ 𝐷 (A)
i {𝑔𝑙} ⊂ 𝐷 (A) такi, що при 𝑓𝑙 −−−→

𝑙→∞
𝑓 маємо A𝑓𝑙 −−−→

𝑙→∞
𝑓 ′ i при 𝑔𝑙 −−−→

𝑙→∞
𝑔 маємо

A𝑔𝑙 −−−→
𝑙→∞

𝑔′.
Але оскiльки⟨

(A− I𝜔) 𝑓𝑙 − (A− I𝜔) 𝑔𝑙, (𝑓𝑙 − 𝑔𝑙) |𝑓𝑙 − 𝑔𝑙|𝑝−2
⟩
6 0,

то ⟨
(𝑓 ′ − 𝑓𝜔)− (𝑔′ − 𝑔𝜔) , (𝑓 − 𝑔) |𝑓 − 𝑔|𝑝−2

⟩
6 0,

що означає дисипативнiсть оператора ([A]− I𝜔)
−1. Використовуючи той факт,

що
[︀
𝑅
(︀
I−𝑚−1 [A]

)︀]︀
= 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥),𝑚 > 𝜔, одержимо

[𝑅 (I− 𝜈 ([A]− I𝜔))] = 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥), 𝜈 > 0,

тобто максимальну дисипативнiсть оператора ([A]− I𝜔)
−1. Лема доведена.

Використовуючи лему, отримуємо, що оператор [A] породжує нелiнiйну на-
пiвгрупу {𝑇𝛼 : 𝛼 > 0} i 𝑇𝛼𝑓 = lim

𝑛→∞
𝑇𝑛
𝛼 𝑓 , де 𝛼 > 0 i 𝑓 ∈ 𝐿𝑝

(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
, де збiжнiсть

рiвномiрна вiдносно 𝛼 на кожному скiнченному iнтервалi i послiдовнiсть напiв-
груп {𝑇𝑛

𝑡
: 𝑡 > 0, 𝑛 ∈ 𝑁} породжена операторами A𝑛 = 𝑛

(︁(︀
I− A

𝑛

)︀−1 − I
)︁

i вiрна

оцiнка ‖𝑇𝑛
𝛼 𝑓 − 𝑇𝑛

𝛼 𝑔‖ 6 𝑒
𝜔𝛼

1−𝑛−1𝜔 ‖𝑓 − 𝑔‖, де 𝛼 > 0 i 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿𝑝
(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
.

Нехай покладемо 𝑔 =
(︀
I− A

𝑛

)︀
𝑓 , i B(𝑛)

𝑚 =

(︂
I− [A(𝑛)]

𝑚

)︂−1

. Запишемо оцiнки

⃦⃦⃦
B(𝑛)

𝑚 𝑔 − B𝑚𝑔
⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
B(𝑛)

𝑚 𝑔 − B(𝑛)
𝑚

(︂
I− A(𝑛)

𝑚

)︂
𝑓

⃦⃦⃦⃦
6

6
(︁
1− 𝜔

𝑚

)︁−1
⃦⃦⃦⃦
𝑔 −

(︂
I− A(𝑛)

𝑚

)︂
𝑓

⃦⃦⃦⃦
=

6
1

𝑚

(︁
1− 𝜔

𝑚

)︁−1 ⃦⃦⃦
A(𝑛)𝑓 −A𝑓

⃦⃦⃦
−−−−→
𝑛→∞

0.

Оскiльки
[︀
𝑅
(︀
I− A

𝑚

)︀]︀
= 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥), маємо, що для всiх 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥), 𝑚 ∈ 𝑁

iснує границя lim
𝑛→∞

B
(𝑛)
𝑚 𝑓 = B𝑚𝑓 . А отже, для всiх елементiв 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥) i

натуральних чисел 𝑚 ∈ 𝑁 iснує границя lim
𝑛→∞

A
(𝑛)
𝑚 𝑓 = A𝑚𝑓 . Оскiльки A𝑚 є Лiп-

шицевими на 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥), то iснують такi малi дiйснi 𝜍 > 0, що 𝑅 (I− 𝜍A𝑚) =
= 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥). А отже при 𝑚 ∈ 𝑁, 𝛽 > 0 i 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥) маємо оцiнку

lim sup
𝑛→∞,

𝛼∈[0,𝛽]

⃦⃦⃦
𝑇 (𝑛)
𝑚𝛼𝑓 − 𝑇𝑚𝛼𝑓

⃦⃦⃦
= 0.
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Далi здiйснимо граничний перехiд в границi 𝑇𝛼𝑓 = lim
𝑛→∞

𝑇
(𝑛)
𝛼 𝑓 , зафiксуємо

довiльне 𝛽 > 0 i 𝑓 ∈ 𝐷(A). Тодi для довiльного числа 𝜀 > 0 iснує номер 𝑚0(𝜀) ∈ 𝑁
такий, що для всiх 𝑚 > 𝑚0(𝜀) ∈ 𝑁 виконуються нерiвностi

sup
𝛼∈[0,𝛽]

⃦⃦⃦
𝑇 (𝑛)
𝛼 𝑓 − 𝑇 (𝑛)

𝑚𝛼𝑓
⃦⃦⃦
<
𝜀

2
,

sup
𝛼∈[0,𝛽]

‖𝑇𝛼𝑓 − 𝑇𝑚𝛼𝑓‖ <
𝜀

2
.

Отже для 𝑚 > 𝑚0(𝜀) ∈ 𝑁 маємо

sup
𝛼∈[0,𝛽]

⃦⃦⃦
𝑇 (𝑛)
𝛼 𝑓 − 𝑇𝛼𝑓

⃦⃦⃦
< 𝜀+ sup

𝛼∈[0,𝛽]

⃦⃦⃦
𝑇 (𝑛)
𝑚𝛼𝑓 − 𝑇𝑚𝛼𝑓

⃦⃦⃦
.

Спрямуємо 𝑛 до нескiнченностi i, використовуючи попереднi результати, одер-
жуємо, що для всiх 𝑓 ∈ [𝐷(A)] = 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥) iснує границя

lim sup
𝑛→∞,

𝛼∈[0,𝛽]

⃦⃦⃦
𝑇 (𝑛)
𝛼 𝑓 − 𝑇𝛼𝑓

⃦⃦⃦
= 0.

Теорема 1 доведена.

Теорема про наближення напiвгрупи нелiнiйних операторiв.
Нехай {𝑇𝑡 : 𝑡 > 0}— напiвгрупа нелiнiйних операторiв i оператор A її ло-

кальний генератор. Тодi доведемо теорему.
Теорема 2. Нехай {𝑇𝑡 : 𝑡 > 0} – напiвгрупа нелiнiйних операторiв, якi за-

довольняють умову: ‖𝑇𝑡𝑓 − 𝑇𝑡𝑔‖ 6 𝑒𝜔𝑡 ‖𝑓 − 𝑔‖, i оператор Aℎ ≡ Tℎ−I
ℎ , ℎ > 0 є

локальним генератором напiвгрупи {𝑇ℎ
𝑡 : 𝑡 > 0}. Тодi виконуються властиво-

стi:
1. Для кожного елемента 𝑓 ∈ 𝐿𝑝

(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
iснує неперервна похiдна 𝑑

𝑑𝑡𝑇
ℎ
𝑡 𝑓,

𝑡 > 0, i 𝑑
𝑑𝑡𝑇

ℎ
𝑡 𝑓 = Aℎ𝑇

ℎ
𝑡 𝑓, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥), 𝑡 > 0.

2. Iснує границя lim
𝜍→0

sup
𝑓 ̸=𝑔

‖𝑇ℎ
𝑡+𝜍𝑓−𝑇ℎ

𝑡+𝜍𝑔−(𝑇
ℎ
𝑡 𝑓−𝑇ℎ

𝑡 𝑔)‖
‖𝑓−𝑔‖ = 0 для кожного 𝑡 > 0.

3. Для кожного 𝑓 ∈ [𝐷 (A0)] в кожному скiнченному iнтервалi iснує рiвно-
мiрна вiдносно 𝑡 границя

𝑇𝑡𝑓 = lim
ℎ→0

𝑇ℎ
𝑡 𝑓 .

Доведення. Зафiксуємо довiльне дiйсне число ℎ > 0. Оскiльки є вiрною
оцiнка ‖Aℎ𝑓 −Aℎ𝑔‖ 6 𝑒𝜔ℎ+1

ℎ ‖𝑓 − 𝑔‖, 𝑓, 𝑞 ∈ 𝐿𝑝
(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
, то вiдображення 𝑓 →

Aℎ𝑓 є вiдображенням Лiпшиця i задача Кошi: 𝑑
𝑑𝑡𝑇𝑡𝑓 = Aℎ𝑇𝑡𝑓, 𝑡 > 0, 𝑇0𝑓 = 𝑓 ,

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥), має єдиний розв’язок, який позначимо через 𝑇ℎ
𝑡 𝑓, 𝑡 > 0, 𝑓 ∈

∈ 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥).
Отже

{︀
𝑇ℎ
𝑡 𝑓 : 𝑡 > 0, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥)

}︀
є напiвгрупою нелiнiйних операторiв i опе-

ратор Aℎ є генератором цiєї напiвгрупи, тобто Aℎ породжує
{︀
𝑇ℎ
𝑡 𝑓 : 𝑡 > 0 , 𝑓 ∈

∈ 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥)
}︀
.

Встановимо оцiнку росту, для цього зафiксуємо два елементи 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿𝑝
(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
i складемо наступну задачу Кошi:

𝑑

𝑑𝑡

(︀
𝑇ℎ
𝑡 𝑓 − 𝑇ℎ

𝑡 𝑔
)︀
= Aℎ𝑇

ℎ
𝑡 𝑓 −Aℎ𝑇

ℎ
𝑡 𝑔, 𝑡 > 0,



Наближення нелiнiйних напiвгруп в просторах 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥) 69

𝑇ℎ
0 𝑓 − 𝑇ℎ

0 𝑔 = 𝑓 − 𝑔, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥).

Норма
⃦⃦
𝑇ℎ
𝑡 𝑓 − 𝑇ℎ

𝑡 𝑔
⃦⃦

є майже скрiзь диференцiйованою, оскiльки вона є аб-
солютно неперервною функцiєю при 𝑡 > 0, отже⃦⃦

𝑇ℎ
𝑡 𝑓 − 𝑇ℎ

𝑡 𝑔
⃦⃦𝑝−1 𝑑

𝑑𝑡

⃦⃦
𝑇ℎ
𝑡 𝑓 − 𝑇ℎ

𝑡 𝑔
⃦⃦
=

=
⟨
Aℎ𝑇

ℎ
𝑡 𝑓 −Aℎ𝑇

ℎ
𝑡 𝑔,

(︀
𝑇ℎ
𝑡 𝑓 − 𝑇ℎ

𝑡 𝑔
)︀ ⃒⃒
𝑇ℎ
𝑡 𝑓 − 𝑇ℎ

𝑡 𝑔
⃒⃒𝑝−2

⟩
,

використаємо, що⟨
Aℎ𝑓 −Aℎ𝑔, (𝑓 − 𝑔) |𝑓 − 𝑔|𝑝−2

⟩
6
𝑒𝜔ℎ + 1

ℎ
‖𝑓 − 𝑔‖𝑝 ,

при 𝑡 > 0 одержимо

⃦⃦
𝑇ℎ
𝑡 𝑓 − 𝑇ℎ

𝑡 𝑔
⃦⃦𝑝−1 𝑑

𝑑𝑡

⃦⃦
𝑇ℎ
𝑡 𝑓 − 𝑇ℎ

𝑡 𝑔
⃦⃦
6
𝑒𝜔ℎ + 1

ℎ

⃦⃦
𝑇ℎ
𝑡 𝑓 − 𝑇ℎ

𝑡 𝑔
⃦⃦𝑝
.

Оцiнимо

⃦⃦
𝑇ℎ
𝑡 𝑓 − 𝑇ℎ

𝑡 𝑔
⃦⃦𝑝

=
⃦⃦
𝑇ℎ
0 𝑓 − 𝑇ℎ

0 𝑔
⃦⃦𝑝

+

∫︁ 𝑡

0

𝑑

𝑑𝛼

⃦⃦
𝑇ℎ
𝛼𝑓 − 𝑇ℎ

𝛼𝑔
⃦⃦𝑝
𝑑𝛼 =

=
⃦⃦
𝑇ℎ
0 𝑓 − 𝑇ℎ

0 𝑔
⃦⃦𝑝

+ 𝑝

∫︁ 𝑡

0

⃦⃦
𝑇ℎ
𝛼𝑓 − 𝑇ℎ

𝛼𝑔
⃦⃦𝑝−1 𝑑

𝑑𝛼

⃦⃦
𝑇ℎ
𝛼𝑓 − 𝑇ℎ

𝛼𝑔
⃦⃦
𝑑𝛼 6

6
⃦⃦
𝑇ℎ
0 𝑓 − 𝑇ℎ

0 𝑔
⃦⃦𝑝

+ 𝑝
𝑒𝜔ℎ + 1

ℎ

∫︁ 𝑡

0

⃦⃦
𝑇ℎ
𝛼𝑓 − 𝑇ℎ

𝛼𝑔
⃦⃦𝑝
𝑑𝛼.

Далi маємо ⃦⃦
𝑇ℎ
𝑡 𝑓 − 𝑇ℎ

𝑡 𝑔
⃦⃦𝑝
6

6
⃦⃦
𝑇ℎ
0 𝑓 − 𝑇ℎ

0 𝑔
⃦⃦𝑝 𝑚∑︁

𝑘=0

(︁
𝑝 𝑒𝜔ℎ+1

ℎ

)︁𝑘
𝑘!

+

(︁
𝑝 𝑒𝜔ℎ+1

ℎ

)︁𝑚+1

𝑚!

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝛼)
𝑚 ⃦⃦

𝑇ℎ
𝛼𝑓 − 𝑇ℎ

𝛼𝑔
⃦⃦𝑝
𝑑𝛼

для всiх 𝑚 i 𝑡 > 0. Тобто переходячи до границi при 𝑚, прямуючому до нескiн-
ченностi, маємо оцiнку⃦⃦

𝑇ℎ
𝑡 𝑓 − 𝑇ℎ

𝑡 𝑔
⃦⃦𝑝
6 𝑒𝑝

𝑒𝜔ℎ+1
ℎ

⃦⃦
𝑇ℎ
0 𝑓 − 𝑇ℎ

0 𝑔
⃦⃦𝑝
,

отже при 𝑡 > 0 є вiрною оцiнка для напiвгрупи⃦⃦
𝑇ℎ
𝑡 𝑓 − 𝑇ℎ

𝑡 𝑔
⃦⃦
6 𝑒

𝑒𝜔ℎ+1
ℎ ‖𝑓 − 𝑔‖ .

Доведемо другий пункт теореми. Для цього, при 𝑓, 𝑞 ∈ 𝐿𝑝
(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
, скориста-

ємось оцiнкою

‖Aℎ𝑓 −Aℎ𝑔‖ 6
𝑒𝜔ℎ + 1

ℎ
‖𝑓 − 𝑔‖ ,
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яку використаємо в наступнiй нерiвностi:⃦⃦
𝑇ℎ
𝑡+𝜍𝑓 − 𝑇ℎ

𝑡+𝜍𝑔 −
(︀
𝑇ℎ
𝑡 𝑓 − 𝑇ℎ

𝑡 𝑔
)︀⃦⃦

=

⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝜍+𝑡

𝑡

(︀
Aℎ𝑇

ℎ
𝛼𝑓 −Aℎ𝑇

ℎ
𝛼𝑔
)︀
𝑑𝛼

⃦⃦⃦⃦
6

6
𝑒𝜔ℎ + 1

ℎ

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜍+𝑡

𝑡

⃦⃦(︀
𝑇ℎ
𝛼𝑓 − 𝑇ℎ

𝛼𝑔
)︀
𝑑𝛼
⃦⃦⃒⃒⃒⃒
6
𝑒𝜔ℎ + 1

ℎ
𝑒

𝑒𝜔ℎ+1
ℎ (𝑡+|𝜍|) ‖𝑓 − 𝑔‖ |𝜍| −−−→

𝜍→0
0.

Доведемо останнє твердження теореми. Нехай ℎ𝑘 — монотонна послiдовнiсть,
що збiгається до нуля. Позначимо послiдовнiсть напiвгруп 𝑇 𝑘

𝑡 = 𝑇ℎ𝑘
𝑡 i послiдов-

нiсть операторiв A𝑘 = Aℎ𝑘
=

𝑇ℎ𝑘
−I

ℎ𝑘
. Зауважимо, що lim

ℎ→0

𝑒𝜔ℎ+1
ℎ = 𝜔, отже⃦⃦

𝑇ℎ
𝑡 𝑓 − 𝑇ℎ

𝑡 𝑔
⃦⃦
6 𝑒𝑐𝑡 ‖𝑓 − 𝑔‖ , 𝑓, 𝑞 ∈ 𝐿𝑝

(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
.

Отже limA𝑘𝑓 = A0𝑓, 𝑓 ∈ 𝐷 (A0) i 𝐷 (A𝑘) = 𝐿𝑝
(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
, тобто A = A0, 𝑓 ∈ 𝐷 (A0)

i, отже, iснує рiвномiрна (вiдносно 𝑡) на кожному скiнченному iнтервалi границя
послiдовностi операторiв напiвгруп в 𝐿𝑝

(︀
𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥

)︀
при кожному 𝑡 > 0, має мiсце

рiвнiсть 𝑇𝑡𝑓 = lim
𝑘→∞

𝑇ℎ𝑘
𝑡 𝑓 . Теорема 2 доведена.

Висновки. В роботi розвивається метод Мiядери для дослiдження апро-
ксимацiйних властивостей нелiнiйних напiвгруп в просторах 𝐿𝑝(𝑅𝑙, 𝑑𝑙𝑥). Дове-
дено теореми про послiдовнiсть нелiнiйних напiвгруп та наближення нелiнiйної
напiвгрупи за допомогою послiдовностi нелiнiйних напiвгруп. В подальших ро-
ботах умови збiжностi апроксимуючих послiдовностей можуть бути уточненi.
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Ми дослiджуємо послiдовнiсть псевдовипадкових чисел (абревiатура: ПВЧ), породже-
ну конгруентним генератором, ассоцiйованим iз групою точок цiлих гаусових чисел,
норми яких порiвнянi (конгруентнi) з ±1 (mod 𝑝𝑚), де 𝑝 ≡ (mod 4) — просте число.
Цi точки утворюють "нормену" пiдгрупу у групi класiв вичитiв Z[𝑖]�𝑝𝑚 i ця група ци-
клiчна. Породжувальна послiдовнiсть ПВЧ проходить 𝑠-мiрний тест на рiвномiрнiсть
та статистичну незалежнiсть.
Ключовi слова: псевдовипадковi числа, дискрiпансiя, експоненцiальнi суми.

Варбанец С. П. Последовательности ПСЧ, порождённые циклическим
генератором. Мы исследуем последовательность псевдослучайных чисел (аббреви-
атура: ПСЧ), порождённую конгруэнтным генератором, ассоциированным с группой
точек целых гауссовых чисел, нормы которых сравнимы (конгруэнтны) с ±1 (mod 𝑝𝑚),
где 𝑝 ≡ (mod 4) — простое число. Эти точки образуют "норменную"подгруппу в груп-
пе классов вычетов Z[𝑖]�𝑝𝑚 и эта группа циклична. Порождаемая последовательность
ПСЧ проходит 𝑠-мерный тест на равномерность и статистическую независимость.
Ключевые слова: псевдослучайные числа, дескрипансия, экспоненциальные суммы.

Varbanets S. Sequences of PRN’s produced by circular generator. We

investigate the sequence of pseudorandom numbers (abbreviation: PRN) produced by con-

gruential generator that associated with the group of points of the gaussian integers with

norms comparing (congruent) with ±1 (mod 𝑝𝑚), where 𝑝 ≡ (mod 4) is a prime number.

These points produce norm subgroup over the residue classes group Z[𝑖]�𝑝𝑚 and this group

is a cyclic. The generated sequence of PRN’s passes 𝑠-dimensional test on equidistribution

and statistical independency.

Key words: pseudo-random numbers, discrepancy, exponential sum.

Introduction. The sequence of real numbers {𝑎𝑛}, 0 6 𝑎𝑛 < 1, we call the
sequence of pseudorandom numbers (arbitrary, PRN’s) if it is produced by deter-
ministic generator and being a periodical sequence has the statistical properties such
that it looks like to implementation of the sequence of random numbers with indepen-
dent and uniformly distributed values on [0, 1). More acceptable sequences of PRN’s
generate by the congruential recursion

𝑦𝑛+1 ≡ 𝑓(𝑦𝑛, 𝑦𝑛−1, . . . , 𝑦𝑛−𝑘+1) (mod 𝑚), (1)

where 𝑦0, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘−1 ∈ {0, 1, . . . ,𝑚− 1}, 𝑓(𝑢1, . . . , 𝑢𝑘) is integer function over Z𝑘
𝑚.

In case 𝑓 ∈ Z𝑚[𝑢1, . . . , 𝑢𝑘] we have the congruential polynomial generator of
periodical sequence {𝑦)𝑛} with a period 𝜏 , 𝜏 6 𝑚.

It emerged that linear function 𝑓(𝑢) = 𝑎𝑢 + 𝑏 does not supply requirements of
”affinity” to statistical independency (unpredictability) (see, for example [11]).

c○Varbanets S., 2014
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But quadratic function 𝑓(𝑢) = 𝑎𝑢2 + 𝑏𝑢 + 𝑐 satisfies to condition of ”practical”
unpredictability (see [8]).

The generator associated with quadratic function 𝑓(𝑐) we call parabolical.
The requirements to uniform distribution and unpredictability is satisfied the

following inversive generator

𝑦𝑛+1 ≡ 𝑎𝑦−1
𝑛 + 𝑏 (mod 𝑝𝑚), (2)

where 𝑝 is a prime number, 𝑎, 𝑏 ∈ Z, 𝑦−1
𝑛 is a multiplicative inverse to 𝑦𝑛 (mod 𝑝𝑚).

The inversive generator (2) and its generalization was being investigated by many
authors (see [3]–[10], [14]–[18]). Starting out from our reasoning we will call such
inversive generator as hyperbolical.

To apply the sequence {𝑦𝑛} in cryptography it is necessary to carry-out the re-
quirement of secrecy as well. That means providing the impossibility to restore the
generator parameters by single values of sequence elements. There are some inter-
esting researches about this area (see, [1]–[4], [9], [10]). In the paper [18] there are
being investigated the analogues of inversive congruential generators, that without
any increases of computational complexity of finding the elements of sequence {𝑦𝑛},
get essential complexity for intruder’s work around parameters of inversive or linear
generator to be recovered.

Let 𝑝 ≡ 3 (mod 4) be a prime rational number, 𝑚 be a natural. Denote 𝐺 the
ring of gaussian integers, 𝐺 = {𝑎 + 𝑏𝑖 : 𝑎, 𝑏 ∈ Z, 𝑖2 = −1}, and 𝐺𝑝𝑚 (accordingly,
𝐺*

𝑝𝑚) the ring of residue classes (accord., multiplicative group of this ring modulo 𝑝𝑚)
over 𝐺.

Let
𝐸𝑚 :=

{︀
𝛼 ∈ 𝐺*

𝑝𝑚 : 𝑁(𝛼) ≡ ±1 (mod 𝑝𝑚)
}︀
.

It easy to check, that 𝐸𝑚 is a subgroup in 𝐺*
𝑝𝑛 with order 2(𝑝+1)𝑝𝑚−1, that we call

the norm group over the ring 𝐺𝑝𝑚 . As far as 𝐸𝑚 is a cyclic group, it means that
every generated element 𝑢+ 𝑖𝑣 defines two sequences of integer numbers modulo 𝑝𝑚:

𝑍𝑛 = ℜ((𝑢+ 𝑖𝑣)𝑛) 𝑎𝑛𝑑 𝑊𝑛 = ℑ((𝑢+ 𝑖𝑣)𝑛), 𝑛 = 1, 2, . . . .

We considered in [19] the sequence
{︁

𝑎𝑍𝑛+𝑏𝑊𝑛

𝑝𝑚

}︁
, 𝑛 = 1, 2, . . ., and there were

shown that this congruence are uniformly distributed on [0, 1). The main point of

this work is to prove that the sequence
{︁

ℜ(𝑢+𝑖𝑣)2(𝑝+1)𝑛+𝑘·ℑ(𝑢+𝑖𝑣)2(𝑝+1)𝑛+𝑘

𝑝𝑚

}︁
also is an

uniformly distributed sequence on [0, 1).

Auxiliary arguments. Before studying the sequences of PRN’s produced by
circular generator, we standardize some notations to be used throughout this paper.

Lower case Roman (respectively, Greek) letters usually denote rational (respec-
tively, Gaussian) integers; inparticular, 𝑚, 𝑛, 𝑘 are positive integers and 𝑝 is always a
rational prime number 𝑝 ≡ 3 (mod 4), 𝛾 stands for the Gaussian odd prime number.
We also define a 𝑛𝑜𝑟𝑚 over Q(𝑖) into Q by 𝑁(𝛼) = |𝛼|2. For the sake of convenience,
we denote by 𝐺 the set of the Gaussian integers. Let Z𝑞 (or 𝐺𝛾) denotes the ring
of residue classes modulo 𝑞 (respectively, 𝛾 ∈ 𝐺), and Z*

𝑞 (or 𝐺*
𝛾) denotes the multi-

plicative group in Z (or 𝐺𝛾). If 𝑥 ∈ 𝐺*
𝛾 we write 𝑥−1 for the multiplicative inverse of
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𝑥 mod 𝛾, i. e. 𝑥−1 is an arbitrary Gaussian integer sutysfying the condition 𝑥𝑥−1 ≡ 1
(mod 𝛾). As usual, 𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑏) or (𝑎, 𝑏) stand for the greater common divisor of 𝑎 and
𝑏 (or, respectively, 𝛼 and 𝛽 in 𝐺), Through Z[𝑥] (or 𝐺[𝑥]) we denote the polynomial
ring over Z (or 𝐺). For 𝑎 ∈ Z (𝛼 ∈ 𝐺) stand 𝜈𝑝(𝑎) (or 𝜈𝑝(𝛼)) if 𝑝

𝜈(𝑎)|𝑎, 𝑝𝜈(𝑎)+1 ̸ |𝑎.
Before starting out the study of the sequences {𝑍𝑛} and {𝑊𝑛} we need several

lemmas being used in sequel.

Lemma 1. Let 𝑓(𝜉) = 𝛼1𝜉+𝛼2𝜉
2p+𝛼3𝜉

3p𝜈3+· · ·+𝛼𝑘𝜉
𝑘𝜈k, where 𝜈3, 𝜈4, . . . , 𝜈𝑘, 𝑛 > 2

be positive integers, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘 ∈ 𝐺, (𝛼2, p) = · · · = (𝛼𝑘, p) = 1. Then we have

|𝑆(𝑓, p𝑛)| 6

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 𝑖𝑓 p ̸= 1 + 𝑖, (𝛼1, p) = 1

𝑜𝑟 p = 1 + 𝑖, 𝛼1 ̸≡ 0 (mod p2),

𝑁(p)
𝑛+1
2 𝑖𝑓 p ̸= 1 + 𝑖, 𝛼1 ≡ 0 (mod p),

2
𝑛+3
2 𝑖𝑓 p = 1 + 𝑖, 𝛼1 ≡ 0 (mod 2).

Proof. For 𝑛 = 2 the estimated sum is the Gaussian sun, and thus in such case
our assertion holds.

For 𝑛 > 3, p be a odd prime. We put

𝜉 = 𝜂 + p𝑛−1𝜁, 𝜂 ∈ 𝐺p𝑛−1 , 𝜁 ∈ 𝐺p.

Taking into account that 𝜉𝑘 = 𝜂𝑘 + 𝑘𝜂𝑘−1𝜁 (mod p𝑛−1), we get

𝑆(𝑓, p𝑛) =
∑︁

𝜂∈𝐺p𝑛−1

𝑒2𝜋𝑖ℜ(
𝑓(𝜂)
p𝑛 )ℜ(𝛼1+2𝛼2𝜂

p 𝜁) = 𝑁(p)
∑︁

𝜂∈𝐺p𝑛−1

𝛼1+2𝛼2𝜂 ̸=0 (mod p)

𝑒2𝜋𝑖ℜ(
𝑓(𝜂)
p𝑛 ).

Let 𝛼1+2𝛼2𝜂0 ≡ 0 (mod p), 𝜂0 ∈ 𝐺*
p. We put 𝜂 = 𝜂0+ p𝜉, 𝜉 ∈ 𝐺p𝑛−2 . Then we infer

𝑓(𝜂0 + p𝜉) = 𝑓(𝜂0) + p(𝛼1 + 2𝛼2𝜂0)𝜉 + p2𝛼′
2𝜉

2 + · · · = 𝑓(𝜂0) + p2𝑓1(𝜉),

where the polynomial 𝑓1(𝜉) has such type as 𝑓(𝜉).

So, after
[︀
𝑛
2

]︀
steps we obtain

|𝑆(𝑓, p𝑛)| =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑁(p)

𝑛
2 𝑖𝑓 𝑛 𝑖𝑠 𝑒𝑣𝑒𝑛,

𝑁(p)
𝑛−1
2

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︀𝜉∈𝐺p

𝑒
2𝜋𝑖ℜ

(︂
𝛽1+𝛽𝜉2

p

)︂ ⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑖𝑓 𝑛 𝑖𝑠 𝑜𝑑𝑑.

By the estimate of the Gauss sum we have the assertion of Lemma.
The case p = 1 + 𝑖 can be considered similarly. �

Corollary 1. Let 𝑓(𝜉) = 𝛼𝜉 + 𝛽𝜉2 + p(𝛾𝜉2 + · · · ) be a polynomial over 𝐺, and
let (𝛽, p) = 1. Then for any 𝛿 ∈ 𝐺, we have⃒⃒⃒⃒

⃒⃒ ∑︁
𝜉∈𝐺*

p𝑛

𝑒
2𝜋𝑖ℜ

(︂
𝑓(𝜉)+𝛿𝜉−1

p𝑛

)︂ ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 2𝑁(p)

𝑛
2 .
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Indeed, putting 𝜉 = 𝜂+p𝑛−1𝜁, 𝜂 ∈ 𝐺*
p𝑛−1 , 𝜁 ∈ 𝐺p, and observing that 𝜉−1 = 𝜂−1−

−p𝑛−1𝜉(𝜂−1)2, where 𝜂−1 be a multiplicative inverse modp𝑛 for 𝜂, we immediately
infer that inequality holds by Lemma 1.

Similarly, assertion holds for the same exponential sums over Z𝑝𝑛 .

Let us denote by 𝐸𝑚 the following subgroup of 𝐺*
𝑝𝑚 , 𝑝 ≡ 3 (mod 4), 𝑝 be a prime

number in Z:

𝐸+
𝑚 := {𝑥 ∈ 𝐺*

𝑝𝑚 : 𝑁(𝑥) ≡ 1 (mod 𝑝𝑚)}.

The subgroup 𝐸+
𝑚 we will call the norm group in 𝐺*

𝑝𝑚 .

Take into account that the multiplicative group of the field 𝐺𝑝 is a cyclic group.
It is easy to prove (as in Z*

𝑝𝑚) that it exists a generating element of the group 𝐸+
1 ,

such that it will generate every group 𝐸+
𝑚, 𝑚 > 1.

In order to find that element, we take such generating element 𝑔0 of group 𝐺*
𝑝 for

which 𝑔
(𝑝+1)𝑝
0 = 1+ ℎ𝑝2 with (ℎ, 𝑝) = 1. Then 𝑔𝑝−1

0 is revealed generating element of
group 𝐸+

𝑚, 𝑚 = 1, 2, . . ..
Moreover, we have

Lemma 2. Let us 𝑢+𝑖𝑣 ∈ 𝐸𝑚 be a generating element of 𝐸𝑚. Then ord(𝑢+𝑖𝑣) =
= |𝐸𝑚| = 2(𝑝+ 1)𝑝𝑚−1 and

(𝑢+ 𝑖𝑣)2(𝑝+1) = 1 + 𝑝2𝑥0 + 𝑖𝑝𝑦0,

𝑥0 + 2𝑦20 ≡ 0 (mod 𝑝), (𝑥0, 𝑝) = (𝑦0, 𝑝) = 1,

and also for any 𝑡 = 4, 5, . . ., we have modulo 𝑝𝑚

ℜ(𝑢+ 𝑖𝑣)2(𝑝+1)𝑡 = 𝐴0 +𝐴1𝑡+𝐴2𝑡
2 + · · ·+𝐴𝑚−1𝑡

𝑚−1,

ℑ(𝑢+ 𝑖𝑣)2(𝑝+1)𝑡 = 𝐵0 +𝐴1𝑡+𝐵2𝑡
2 + · · ·+𝐵𝑚−1𝑡

𝑚−1,
(3)

where ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐴0 ≡ 1 (mod 𝑝4), 𝐵0 ≡ 0 (mod 𝑝4),
𝐴1 ≡ 𝑝2𝑥0 +

1
2𝑝

2𝑦20 ≡ 0 (mod 𝑝3), 𝐵1 ≡ 𝑝𝑦0 (mod 𝑝3),
𝐴2 ≡ − 1

2𝑝
2𝑦20 (mod 𝑝3), 𝐵2 ≡ 0 (mod 𝑝3),

𝐴𝑗 ≡ 𝐵𝑗 ≡ 0 (mod 𝑝3), 𝑗 = 3, 4, . . .𝑚− 1.

(4)

�

Denote

(𝑢+ 𝑖𝑣)2𝑘 = 𝑢(𝑘) + 𝑖𝑣(𝑘), 0 6 𝑘 6 𝑝,

(𝑢+ 𝑖𝑣)2(𝑝+1)𝑡+2𝑘 ≡
𝑚−1∑︀
𝑗=0

(𝐴𝑗(𝑘) + 𝑖𝐵𝑗(𝑘)) 𝑡
𝑗 (mod 𝑝𝑚).

It is clear
𝐴𝑗(𝑘) = 𝐴𝑗𝑢(𝑘)−𝐵𝑗𝑣(𝑘),

𝐵𝑗(𝑘) = 𝐴𝑗𝑣(𝑘) +𝐵𝑗𝑢(𝑘).

Thus from Lemma 1 we have
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Corollary 2. For 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑝, we have

𝑢(𝑘) ≡ 𝑢(−𝑘), 𝑣(𝑘) ≡ −𝑣(−𝑘) (mod 𝑝𝑚),

(𝑢(𝑘), 𝑝) = (𝑣(𝑘), 𝑝) = 1, if 𝑘 ̸= 𝑝+ 1

2
,
3(𝑝+ 1)

2
,

𝑢(0) = 1, 𝑣(0) = 0,

𝑢(𝑘) ≡ 0 (mod 𝑝), (𝑣(𝑘), 𝑝) = 1, 𝑖𝑓 𝑘 =
𝑝+ 1

2
,
3(𝑝+ 1)

2
.

Moreover, for 𝑘 ̸= 𝑝+1
2 , 3(𝑝+1)

2

𝐴0(𝑘) ≡ 𝑢(𝑘), 𝐵0(𝑘) ≡ 𝑣(𝑘) (mod 𝑝),

𝑝||𝐴1(𝑘), 𝑝||𝐵1(𝑘), 𝑝
2||𝐴2(𝑘), 𝑝

2||𝐵2(𝑘)

and

𝐴0(0) ≡ 1, 𝐵0(0) ≡ 0,

𝐴1(0) ≡ 0 (mod 𝑝4), 𝐵1(0) ≡ 𝑝𝑦0 (mod 𝑝4), 𝑝2||𝐴2(0), 𝐵2(0) ≡ 0 (mod 𝑝3),

𝐴0(𝑝+ 1) ≡ −1 (mod 𝑝3), 𝐵0(𝑝+ 1) ≡ 0 (mod 𝑝3),

𝐴0(𝑘) ≡ 0, 𝐵0(𝑘) ≡ 0 (mod 𝑝),

𝑝||𝐴1(𝑘), 𝑝
2||𝐵1(𝑘), 𝑝

2||𝐴2(𝑘), 𝐵2(𝑘) ≡ 0 (mod 𝑝3) 𝑖𝑓 𝑘 =
𝑝+ 1

2
,
3(𝑝+ 1)

2
,

moreover,

𝐴𝑗(𝑘) ≡ 𝐵𝑗(𝑘) ≡ 0 (mod 𝑝3), 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑝+ 1, 𝑗 > 3.

In view the congruence

(𝑢+ 𝑖𝑣)𝑝+1 = 1 + 𝑝2𝑥0 + 𝑖𝑦0,

(𝑥0, 𝑝) = (𝑦0, 𝑝) = 1,

2𝑥0 + 𝑦20 ≡ 0 (mod 𝑝),

𝑢2 + 𝑣2 ≡ +1 (mod 𝑝𝑚),

the proof of Corollary 2 is a simple exercise and we omit.

Main Results

Circular generator of PRN’s. We select a random number 𝑘 from {0, 1, 2, . . . ,
𝑝− 1} and consider the sequence {(𝑢+ 𝑖𝑣)2(𝑝+1)𝑛+2𝑘}, 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑝𝑚−1 − 1, where
𝑢+ 𝑖𝑣 is a generating element of 𝐸𝑚.

Denote

𝑍𝑛(𝑘) = 𝑍𝑛 = ℜ
(︁
(𝑢+ 𝑖𝑣)2(𝑝+1)𝑛+2𝑘

)︁
,

𝑊𝑛(𝑘) =𝑊𝑛 = ℑ
(︁
(𝑢+ 𝑖𝑣)2(𝑝+1)𝑛+2𝑘

)︁
.

The description of this sequences there is in Lemma 2. We saw that (𝑢 +
𝑖𝑣)2(𝑝+1) = 𝑢0 + 𝑖𝑣0, where 𝑢0 = 1 + 𝑝2𝑥0, 𝑣0 = 𝑦0, (𝑥0, 𝑝) = (𝑦0, 𝑝) = 1 and
𝑥0 + 2𝑦20 ≡ 0 (mod 𝑝).
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Hence,
𝑍𝑛+1 ≡ ℜ((𝑢0 + 𝑖𝑣0)

𝑛 · (𝑢0 + 𝑖𝑣0) · (𝑢(𝑘) + 𝑖𝑣(𝑘))) ≡
≡ 𝑍𝑛𝑢0 −𝑊𝑡𝑣0 (mod 𝑝𝑚),

(5)

𝑊𝑛+1 ≡ 𝑍𝑡𝑣0 +𝑊𝑡𝑢0 (mod 𝑝𝑚) (6)

for 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑝𝑚−1 − 1.
The sequence (5) and (6) satisfies that condition

𝑍2
𝑛 +𝑊 2

𝑛 ≡ 1 (mod 𝑝𝑛)

for any 𝑛 ∈ Z𝑝𝑛−1 and 𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑝}.
Thus we call the sequences (5) and (6) circular sequences of PRN’s.

Let 𝑋
(𝑘)
𝑛 := 𝑋𝑛 = 𝑍𝑛

𝑊𝑛
.

Theorem 1. For 𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 2𝑝+ 1}�
{︁
0, 𝑝+1

2 , 𝑝+ 1, 3(𝑝+1)
2

}︁
we have

𝑆𝑋(𝐴, 𝑝𝑚) =
∑︁

𝑛∈Z𝑝𝑚−1

𝑒𝑝𝑚(𝐴𝑋𝑛) ≪ 2𝑝
𝑚
2 (7)

with an absolute constant in symbol ”≪ ”.

Proof. From Corollary we infer

𝑋𝑛 = 𝑐0(𝑘) + 𝑐1(𝑘)𝑛+ 𝑐2(𝑘)𝑛
2 + · · · ,

where
𝑐1(𝑘) = 𝑝𝑦0(1− 2𝑣2(𝑘)) = 𝑝𝑦0(3 + 2𝑢2(𝑘)),

𝑐2(𝑘) ≡ 𝑥0(𝑝
2)− 5

3
𝑢(𝑘)𝑣−1(𝑘)𝑥0𝑦0𝑝

3 − 𝑢(𝑘)𝑣(𝑘)−2𝑝2𝑦20 ≡

≡ 𝑝2𝑥0(−1 + 2𝑢− 𝑢2) ≡ −𝑝2𝑥0(1− 𝑢)2 (mod 𝑝3),

𝑐𝑗(𝑘) ≡ 0 (mod 𝑝3), 𝑗 > 3.

(8)

Noting that the congruences

3 + 2𝑢2(𝑘) ≡ 0 (mod 𝑝),

1− 𝑢(𝑘) ≡ 0 (mod 𝑝),

cannot be realized simultaneously, we, by Lemma 1 (for rational case), obtain the
statement of theorem. �

Corollary 3. For 1 < 𝑁 < 𝑝𝑚−1 and any 𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑝}⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑒2𝜋𝑖
𝑎𝑍𝑛(𝑘)+𝑏𝑊𝑛(𝑘)

𝑝𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 2𝑝

𝑚
2 log 𝑝𝑚. (9)

Indeed, the inequality (9) is consequence of well-known estimate of incomplete
sum by complete sum. �
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Theorem 2. Let 𝑠 be positive integer, ℎ1, . . . , ℎ𝑠 ∈ Z𝑝𝑚 , (ℎ1, . . . , ℎ𝑠, 𝑝) = 1.
Then for 𝑠 ∈ {1, 2, . . . , 𝑝− 1} the following estimate

𝑆(ℎ1, . . . , ℎ𝑠) =

𝑝𝑚−1−1∑︁
𝑛=0

𝑒𝑝𝑚(ℎ1𝑋𝑛 + ℎ2𝑋𝑛+1 + · · ·+ ℎ𝑠𝑋𝑛+𝑠−1) ≪ 𝑝
𝑚
2

holds (with an absolute constant depending only on 𝑠).

Proof. Using (8) and calculating coefficients for 𝑛 and 𝑛2 in presentation
ℎ1𝑥(𝑛) + ℎ2𝑥(𝑛 + 1) + · · · + ℎ𝑠𝑥(𝑛 + 𝑠 − 1) as a polynomial of 𝑛 or (𝑛 + 1),..., or
𝑛 + 𝑠 − 1, we obtain (by Lemma 1) that 𝑆(ℎ1, . . . , ℎ𝑠) ̸= 0 only if 3 + 2𝑢2(𝑘) ≡ 0
(mod 𝑝). In such case we estimate the sum 𝑆(ℎ1, . . . , ℎ𝑠) as 𝑂

(︀
𝑝

𝑚
2

)︀
with the absolute

constant in symbol ”O”. In other cases this sum is zero. �

Corollary 4. In the conditions of Theorem 2 we have

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑒𝑝𝑚(ℎ1𝑋𝑛 + ℎ2𝑋𝑛+1 + · · ·ℎ𝑠𝑋𝑛+𝑠−1) ≪ 𝑝
𝑚
2 log 𝑝𝑚.

Discrepancy bound. Consider the sequence {𝑋𝑛}, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . of the el-
ements of Z𝑝𝑚 defined above. Let {𝑌𝑛} be a sequence of PRN’s in interval [0, 1)
obtained by the normalization 𝑌𝑛 = 𝑋𝑛

𝑝𝑚 ,

The sequence {𝑦(𝑛)}, 𝑛 = 0, 1, . . ., is purely periodic with the period length
𝜏 = 𝑝𝑚−1.

Equidistribution and statistical independency properties of pseudorandom num-
bers can be analyzed based on the discrepancy of certain point sets in [0, 1)𝑠.

Besides the discrepancy, there exist other important criteria for the uniformity
and independence of PRN’s. We will restrict our attention to the discrepancy, since
it is the most important measure of uniformity and independence in connection with
PRN’s.

For 𝑁 arbitrary points, 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑁−1 ∈ [0, 1)𝑑, the discrepancy is defined by

𝐷𝑁 (𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑁−1) = sup
𝐼⊂[0,1)𝑑

⃒⃒⃒⃒
𝐴𝑁 (𝐼)

𝑁
− |𝐼|

⃒⃒⃒⃒
, (10)

where the supremum is extended over all subintervals 𝐼 of [0, 1)𝑑, 𝐴𝑁 (𝐼) is the num-
ber of points among 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑁−1 falling into 𝐼, and |𝐼| denotes the 𝑑-dimensional
volume of 𝐼.

Our goal is to obtain a nontrivial discrepancy estimate for a part of period
for the circular generators of pseudorandom numbers. In particular, we shall es-
timate discrepancy for the sequence {𝜔ℓ}, 𝜔ℓ = 𝑥ℓ

𝑝𝑚 , ℓ > 0 and for the sequence

{Ωℓ}, Ωℓ = (𝜔ℓ, 𝜔ℓ+1, . . . , 𝜔ℓ+𝑠−1), ℓ > 0, 𝑠 > 2. Well-known that a small value
𝐷(𝜔0, 𝜔1, . . . , 𝜔𝑁−1) guarantees an uniform distribution {𝜔ℓ}, ℓ > 0 on [0, 1), and a
small value 𝐷(Ω0,Ω1, . . . ,Ω𝑁−1) means that the sequence {𝜔ℓ}, ℓ > 0, pass the two-
dimensional serial test on the statistical independence properties of this sequence. In
the cryptographical applications the property of statistical independence means that
the circulate congruential pseudorandom sequence {𝑥ℓ}, ℓ > 0, is unpredictable.
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In the following, some further notation is necessary.
For integers 𝑑 > 1 and 𝑞 > 2, let 𝐶𝑑(𝑞) be the set of all nonzero lattice points

h = (ℎ1, . . . , ℎ𝑑) ∈ Z𝑑 with − 𝑞
2 < ℎ𝑗 6

𝑞
2 for 1 6 𝑗 6 𝑑. Define for h ∈ 𝐶𝑑(𝑞)

𝑟(ℎ, 𝑞) =

{︃
1 𝑖𝑓 ℎ = 0,

𝑞 sin (𝜋 |ℎ|
𝑞 ) 𝑖𝑓 ℎ ̸= 0,

𝑟(h, 𝑞) =
𝑑∏︀

𝑗=1

𝑟(ℎ𝑗 , 𝑞).

(11)

Moreover, several auxiliary results are given.

Lemma 3. Let 𝑁 > 1 and 𝑞 > 2 be integers. Suppose that y0,y1, . . . ,yN−1 ∈ Z𝑑
𝑞 .

Then the discrepancy of the points tℓ =
yℓ

𝑞 ∈ [0, 1)𝑑, ℓ = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1, satisfies

𝐷𝑁 (t0, t1, . . . , tN−1) 6
𝑑

𝑞
+

1

𝑁

∑︁
h∈𝐶𝑑(𝑞)

1

𝑟(h, 𝑞)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑁−1∑︁
ℓ=0

𝑒(h · tℓ)

⃒⃒⃒⃒
⃒ (12)

(Proof see in [13], Theorem 3.1).

Lemma 4. Let 𝑇 be the period of the sequence {yk}, 𝑇 > 𝑁 > 1 and 𝑞 > 2 be
integers, yk ∈ {0, 1, . . . , 𝑞 − 1}𝑑 for 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1; tk = yk

𝑞 ∈ [0, 1)𝑑. Then

𝐷𝑁 (t0, t1, . . . , tN−1) 6
𝑑

𝑞
+

1

𝑁

∑︁
h∈𝐶𝑑(𝑞)

∑︁
ℎ0∈(−𝑇

2 ,𝑇2 ]

1

𝑟(h, 𝑞)𝑟(ℎ0, 𝑇 )
×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑇∑︁
𝑘=0

𝑒(h · tk +
𝑘ℎ0
𝑇

)

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

(13)

This assertion follows from Lemma 3 and from an estimate of uncomplete expo-
nential sum through complete exponential sum.

Now it easy to prove the following theorems.

Theorem 3. Let 𝑝 ≡ 3 (mod 4) be a prime number and let the sequence produced

by circular generator (5)–(6) has a view 𝑋𝑛 =
ℜ((𝑢+𝑖𝑣)2(𝑝+1)𝑛+𝑘)
ℑ((𝑢+𝑖𝑣)2(𝑝+1)𝑛+𝑘)

. Then we have for

𝑘 ̸≡ 0 (mod 𝑝+1
2 )

𝐷𝑁

(︂
𝑋0

𝑝𝑚
,
𝑋1

𝑝𝑚
, . . . ,

𝑋𝑁−1

𝑝𝑚

)︂
6

1

𝑝𝑚
+

2𝑝
𝑚
2

𝑁

(︃
1

𝑝

(︂
2

𝜋
log 𝑝𝑚 +

7

5

)︂2

+ 1

)︃
,

where 1 6 𝑁 6 𝑝𝑚−1 − 1.

Theorem 4. Let 𝑇𝑛, 𝑛 = {0, 1, . . . , 𝑝𝑚−1+1} be a sequence of points 𝑇𝑛 ∈ [0, 1)𝑠,

𝑇𝑛 = (𝑋
(𝑘)
𝑛 , 𝑋

(𝑘)
𝑛+1, . . . , 𝑋

(𝑘)
𝑛+𝑠−1). Then for 𝑁 6 𝑝𝑚−1−1, 𝑘 ̸≡ 0 (mod 𝑝+1

2 ), 𝑠 6 𝑝− 1

𝐷
(𝑠)
𝑁 := 𝐷𝑁 (𝑇0, 𝑇1, . . . , 𝑇𝑁−1) 6

𝑠

𝑝𝑚
+

1

𝑝
𝑚−1

2

(︂
1 +

1

𝑝

(︂
2

𝜋
log 𝑝𝑚 +

7

5

)︂𝑠)︂
.
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The proof of these theorems follow from the estimates of theorems 1 and 2 and
their corollaries.

From Theorem 3 and 4 it follows that the sequences {ℜ
(︀
(𝑢+ 𝑖𝑣)2(𝑝+1)ℓ+2𝑘

)︀
} and

{ℑ
(︀
(𝑢+ 𝑖𝑣)2(𝑝+1)ℓ+2𝑘

)︀
} are equidistributed and pass 𝑠-dimensional test on unpre-

dictability.

Conclusion. By congruence 𝑁(𝑤) ≡ 1 (mod 𝑝𝑚) over the ring of Gaussian
integers Z[𝑤], we obtained the circle that produces a big family of circular generators.
The description of solution obtained above for such congruence allows to construct new
types of congruential generators. Also, this solution make possible to investigate quite
efficiently the related sequences of PRN’s on equidistribution and unpredictability in
terms of exponential sums.
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ON A REDUCTION OF A LINEAR HOMOGENEOUS
DIFFERENTIAL SYSTEM WITH OSCILLATING COEFFICIENTS

TO A SYSTEM WITH SLOWLY-VARYING COEFFICIENTS

Щоголев С. А. Про зведення лiнiйної однорiдної диференцiальної систе-
ми з коливними коефiцiєнтами до системи з повiльно змiнними коефiцiєнта-
ми. Для лiнiйної однорiдної диференцiальної системи, коефiцiєнти якої зображуванi
у виглядi абсолютно та рiвномiрно збiжних рядiв Фур’є з повiльно змiнними коефi-
цiєнтами та частотою, отримано умови iснування лiнiйного перетворення аналогiчної
структури, що зводить цю систему до системи з повiльно змiнними коефiцiєнтами у не-
резонансному випадку на асимптотично великому промiжку змiни незалежної змiнної.
Ключовi слова: диференцiальний, повiльно змiнний, ряди Фур’є.

Щёголев С. А. О сведении линейной однородной системы с осциллиру-
ющими коэффициентами к системе с медленно меняющимися коэффициен-
тами. Для линейной однородной дифференциальной системы, коэффициенты которой
представимы в виде абсолютно и равномерно сходящихся рядов Фурье с медленно ме-
няющимися коэффициентами и частотой, получены условия существования линейного
преобразования аналогичной структуры, приводящего эту систему к системе с медлен-
но меняющимися коэффициентами в нерезонансном случае на асимптотически большом
промежутке изменения независимой переменной.
Ключевые слова: дифференциальный, медленно меняющийся, ряды Фурье.

Shchogolev S. A. On a reduction of a linear homogeneous differential system

with oscillating coefficients to a system with slowly-varying coefficients. For the

linear homogeneous differential system, whose coefficients are represented as an absolutely

and uniformly convergent Fourier-series with slowly-varying coefficients and frequency, con-

ditions of existence of the linear transformation with coefficients of similar structure, this

system leads to a system with slowly-varying coefficients in a noresonance case in asymptot-

ical large interval of independent variable, are obtained.

Key words: differential, slowly-varying, Fourier series.

Introduction. One of the important problems of the theory of the differential
equations is a problem of the reduction of the differential system to a simpler form.
In case of linear systems this can be a problem of the reduction to a system with
constant coefficients (a reducibility), to a system with triangle (particularly, Jordan
or diagonal) matrix of coefficients etc. In case of linear homogeneous system with os-
cillating coefficients this can be a problem of reduction to a system whose coefficients
in some sence slowly-varying. In [1] the author considers the linear homogeneous
differential system, whose coefficients are represented as an absolutely and uniformly
convergent Fourier-series with slowly-varying coefficients and frequency in asymptot-
ical large, but finite interval of independent variable. The conditions of the existence

c○ Shchogolev S. A., 2014
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of the transformation, reducing this system to the system with slowly-varying coef-
ficients are researched. The system which considered contains two small parameters
𝜇 and 𝜀, the first of which characterized the smallness of the oscillating terms in the
coefficients of the system, and the second is an indicator of the slow variability. In [1]
the existence of desired transformation has been proved by the condition 𝜇𝑟+1 6 𝜀2,
where 𝑟 ∈ N. This condition is tough enough, although the study of a some specific
systems it holds. Roles of parameters 𝜇 and 𝜀 are substantially different, and these
parameters can be considered independently of each other. Therefore the purpose
of this paper is to provide such conditions for the existence of this transformation,
which would not require communication between these parameters. This required a
significant change in the method of proof used in comparison with the [1].

Notation. Let 𝐺(𝜀0) = {𝑡, 𝜀 : 0 < 𝜀 < 𝜀0, −𝐿𝜀−1 6 𝑡 6 𝐿𝜀−1, 0 < 𝐿 < +∞}.
Definition 1. We say, that a function 𝑓(𝑡, 𝜀) belong to class 𝑆(𝑚, 𝜀0), 𝑚 ∈

∈ N ∪ {0}, if
1) 𝑓 : 𝐺(𝜀0) → C,
2) 𝑓(𝑡, 𝜀) ∈ 𝐶𝑚(𝐺(𝜀0)) with respect 𝑡,
3) 𝑑𝑘𝑓(𝑡, 𝜀)/𝑑𝑡𝑘 = 𝜀𝑘𝑓*𝑘 (𝑡, 𝜀) (0 6 𝑘 6 𝑚),

‖𝑓‖𝑆(𝑚,𝜀0)
𝑑𝑒𝑓
=

𝑚∑︁
𝑘=0

sup
𝐺(𝜀0)

|𝑓*𝑘 (𝑡, 𝜀)| < +∞.

Under the slowly-varying function we mean a function of class 𝑆(𝑚, 𝜀0).
Definition 2. We say, that a function 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) belong to class 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀0, 𝜃)

(𝑚, 𝑙 ∈ N ∪ {0}), if this function can be represented as

𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) exp (𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀))

and:
1) 𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚, 𝜀0);

2) ‖𝑓‖𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃)
𝑑𝑒𝑓
= ‖𝑓0‖𝑆(𝑚,𝜀0) +

∞∑︀
𝑛=−∞

|𝑛|𝑙‖𝑓𝑛‖𝑆(𝑚,𝜀0) < +∞, particular

‖𝑓‖𝐹 (𝑚,0,𝜀0,𝜃) =

∞∑︁
𝑛=−∞

‖𝑓𝑛‖𝑆(𝑚,𝜀0);

3) 𝜃(𝑡, 𝜀) =
𝑡∫︀
0

𝜙(𝜏, 𝜀)𝑑𝜏 , 𝜙(𝑡, 𝜀) ∈ R+, 𝜙(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚, 𝜀0), inf
𝐺(𝜀0)

= 𝜙0 > 0.

We denote (𝐴)𝑗𝑘 the element 𝑎𝑗𝑘 of the matrix 𝐴 = (𝑎𝑗𝑘)𝑗,𝑘=1,𝑛.
We say, that (𝑛× 𝑛)-matrix 𝐴(𝑡, 𝜀, 𝜃) belong to class 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀, 𝜃), if all elements

of this matrix are the functions of the class 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀, 𝜃). Then we define:

‖𝐴‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃)

𝑑𝑒𝑓
= max

16𝑗6𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

‖(𝐴)𝑗𝑘‖𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃).
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Let 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀0, 𝜃). We denote ∀ 𝑛 ∈ Z:

Γ𝑛[𝑓 ] =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃) exp(−𝑖𝑛𝜃)𝑑𝜃,

particular

Γ0[𝑓 ] =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑑𝜃.

State some properties of norms ‖ · ‖𝑆(𝑚,𝜀, ‖ · ‖𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃), ‖ · ‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃)
. Let 𝑐 =

= const, 𝑝(𝑡, 𝜀), 𝑞(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚, 𝜀0), 𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀0, 𝜃), (𝑛× 𝑛)-matrices
𝐴(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝐵(𝑡, 𝜀, 𝜃) belongs to class 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀0, 𝜃). Then 𝑐𝑝, 𝑝± 𝑞, 𝑝𝑞 belongs to class
𝑆(𝑚, 𝜀0); 𝑐𝑢, 𝑢±𝑣, 𝑢𝑣 belongs to class 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀0, 𝜃), matrices 𝑐𝐴, 𝐴±𝐵, 𝐴𝐵 belongs
to class 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀0, 𝜃), and

1) ‖𝑘𝑝‖𝑆(𝑚,𝜀0) = |𝑘| · ‖𝑝‖𝑆(𝑚,𝜀0).
2) ‖𝑝+ 𝑞‖𝑆(𝑚,𝜀0) 6 ‖𝑝‖𝑆(𝑚,𝜀0) + ‖𝑞‖𝑆(𝑚,𝜀0).

3) ‖𝑝‖𝑆(𝑚,𝜀0) =
𝑚∑︀

𝑘=0

⃦⃦⃦
1
𝜀𝑘

𝑑𝑘𝑝
𝑑𝑡𝑘

⃦⃦⃦
𝑆(0,𝜀0)

.

4) ‖𝑝𝑞‖𝑆(𝑚,𝜀0) 6 2𝑚‖𝑝‖𝑆(𝑚,𝜀0)‖𝑞‖𝑆(𝑚,𝜀0).
We prove this property. Obviously, that

‖𝑝𝑞‖𝑆(0,𝜀0) 6 ‖𝑝‖𝑆(0,𝜀0)‖𝑞‖𝑆(0,𝜀0).

Based on the properties 3) we obtain:

‖𝑝𝑞‖𝑆(𝑚,𝜀0) =

𝑚∑︁
𝑘=0

⃦⃦⃦⃦
1

𝜀𝑘
𝑑𝑘(𝑝𝑞)

𝑑𝑡𝑘

⃦⃦⃦⃦
𝑆(0,𝜀0)

≤
𝑚∑︁

𝑘=0

1

𝜀𝑘

𝑘∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘

⃦⃦⃦⃦
𝑑𝑗𝑝

𝑑𝑡𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝑆(0,𝜀0)

⃦⃦⃦⃦
𝑑𝑘−𝑗𝑝

𝑑𝑡𝑘−𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝑆(0,𝜀0)

≤

≤ 2𝑚

⎛⎝ 𝑚∑︁
𝑗=0

⃦⃦⃦⃦
1

𝜀𝑗
𝑑𝑗𝑝

𝑑𝑡𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝑆(0,𝜀0)

⎞⎠ ·

⎛⎝ 𝑚∑︁
𝑗=0

⃦⃦⃦⃦
1

𝜀𝑗
𝑑𝑗𝑞

𝑑𝑡𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝑆(0,𝜀0)

⎞⎠ = 2𝑚‖𝑝‖𝑆(𝑚,𝜀0 · ‖𝑞‖𝑆(𝑚,𝜀0 .

5) ‖𝑐𝑢‖𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃) = |𝑐| · ‖𝑢‖𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃).
6) ‖𝑢+ 𝑣‖𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃) 6 ‖𝑢‖𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃) + ‖𝑣‖𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃).

7) ‖𝑢𝑣‖𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃) 6 2𝑚(2𝑙 + 1)‖𝑢‖𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃) · ‖𝑣‖𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃).
We prove this property. Based on definition of norm ‖ · ‖𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃) we obtain:

‖𝑢‖𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃) = ‖𝑢0‖𝑆(𝑚,𝜀0) +

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑙𝑢

𝜕𝜃𝑙

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (𝑚,0,𝜀0,𝜃)

.

According to Leibniz formula:

𝜕𝑙(𝑢𝑣)

𝜕𝜃𝑙
=

𝑙∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑙

𝜕𝜈𝑢

𝜕𝜃𝜈
· 𝜕

𝑙−𝜈𝑣

𝜕𝜃𝑙−𝜈
.

From the property 4) implies

‖𝑢𝑣‖𝐹 (𝑚,0,𝜀0,𝜃) 6 2𝑚‖𝑢‖𝐹 (𝑚,0,𝜀0,𝜃) · ‖𝑣‖𝐹 (𝑚,0,𝜀0,𝜃).
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From there we obtain:

‖𝑢𝑣‖𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃) 6 ‖Γ0[𝑢𝑣]‖𝑆(𝑚,𝜀0) +

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑙(𝑢𝑣)

𝜕𝜃𝑙

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (𝑚,0,𝜀0,𝜃)

≤

6 ‖Γ0[𝑢𝑣]‖𝑆(𝑚,𝜀0) +

𝑙∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑙 2

𝑚

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝜈𝑢

𝜕𝜃𝜈

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (𝑚,0,𝜀0,𝜃)

·
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑙−𝜈𝑣

𝜕𝜃𝑙−𝜈

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (𝑚,0,𝜀0,𝜃)

6

6 2𝑚‖𝑢‖𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃) · ‖𝑣‖𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃) + 2𝑚2𝑙‖𝑢‖𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃) · ‖𝑣‖𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃) =

= 2𝑚(2𝑙 + 1)‖𝑢‖𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃) · ‖𝑣‖𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃).

8) ‖𝑐𝐴‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃)
= |𝑐| · ‖𝐴‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃)

.

9) ‖𝐴+𝐵‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃)
6 ‖𝐴‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃)

+ ‖𝐵‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃)
.

10) ‖𝐴𝐵‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃)
≤ 2𝑚(2𝑙 + 1)‖𝐴‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃)

· ‖𝐵‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃)
.

This property follows directly from definition of norm ‖·‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃)
and properties 7).

Main Results

1. Statement of the Problem. Consider the following differential system:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (Λ(𝑡, 𝜀) + 𝜀𝐴(𝑡, 𝜀) + 𝜇𝑃 (𝑡, 𝜀, 𝜃))𝑥, (1)

where 𝑥 = colon(𝑥1, ..., 𝑥𝑛), Λ(𝑡, 𝜀) = diag(𝜆1(𝑡, 𝜀), ..., 𝜆𝑛(𝑡, 𝜀)), 𝜆𝑗 − 𝜆𝑘 = 𝑖𝜔𝑗𝑘(𝑡, 𝜀),
𝜔𝑗𝑘 ∈ R, 𝜔𝑗𝑘 ∈ 𝑆(𝑚, 𝜀0), 𝐴(𝑡, 𝜀) = (𝑎𝑗𝑘(𝑡, 𝜀))𝑗,𝑘=1,𝑛, 𝑎𝑗𝑘 ∈ 𝑆(𝑚− 1, 𝜀0), 𝑃 (𝑡, 𝜀, 𝜃) =

= (𝑝𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃))𝑗,𝑘=1,𝑛, 𝑝𝑗𝑘 ∈ 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀0, 𝜃), 𝜇 ∈ (0, 𝜇0) ⊂ R+.
We study the problem of the existence of the transformation of the kind:

𝑥 = (𝐸 +Φ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇))𝑧, (2)

where Φ ∈ 𝐹 (𝑚*, 𝑙, 𝜀*, 𝜃) (𝑚* 6 𝑚, 𝜀* 6 𝜀0), reducing the system (1) to kind

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= (̃︀Λ(𝑡, 𝜀, 𝜇) + 𝜀2𝐻(𝑡, 𝜀) + 𝜇𝜀𝐵(𝑡, 𝜀, 𝜇))𝑧, (3)

where ̃︀Λ = diag(̃︀𝜆1, ..., ̃︀𝜆𝑛),𝐻 = (ℎ𝑗𝑘)𝑗,𝑘=1,𝑛, 𝐵 = (𝑏𝑗𝑘)𝑗,𝑘=1,𝑛,
̃︀𝜆𝑗 , ℎ𝑗𝑘, 𝑏𝑗𝑘 ∈ 𝑆(𝑚*, 𝜀*).

Means coefficients of the system (3) are slowly-varying, while the coefficients of the
system (1) are oscillating.

2. Auxiliary results.
Lemma 1. Suppose that the system (1) satisfies the following condition:

∀𝜈 ∈ Z, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛 (𝑗 ̸= 𝑘) : inf
𝐺(𝜀0)

|𝜔𝑗𝑘(𝑡, 𝜀)− 𝜈𝜙(𝑡, 𝜀)| ≥ 𝛾 > 0. (4)

Then ∃ 𝜇1 ∈ (0, 𝜇0), ∃ 𝜀1 ∈ (0, 𝜀0) such that ∀ 𝜇 ∈ (0, 𝜇1), ∀ 𝜀 ∈ (0, 𝜀1) exists the
transformation of kind

𝑥 = (𝐸 + ̃︀Ψ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇))𝑦, (5)

where ̃︀Ψ = ( ̃︀𝜓𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇))𝑗,𝑘=1,𝑛,
̃︀𝜓𝑗𝑘 ∈ 𝐹 (𝑚− 1, 𝑙, 𝜀1, 𝜃), reducing the system (1) to

kind:

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= (Λ(𝑡, 𝜀) + 𝜀Λ1(𝑡, 𝜀) + 𝜇𝑈(𝑡, 𝜀, 𝜇) + 𝜀2𝐻(𝑡, 𝜀) + 𝜇𝜀𝑉 (𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇))𝑦, (6)
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where Λ1 = diag(𝑎11, . . . , 𝑎𝑛𝑛),𝐻 = (ℎ𝑗𝑘)𝑗,𝑘=1,𝑛, ℎ𝑗𝑘 ∈ 𝑆(𝑚−2, 𝜀1), 𝑈 = diag(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛),
𝑢𝑗 ∈ 𝑆(𝑚, 𝜀1), 𝑉 = (𝑣𝑗𝑘)𝑗,𝑘=1,𝑛, 𝑣𝑗𝑘 ∈ 𝐹 (𝑚− 1, 𝑙, 𝜀1, 𝜃).

Proof. We increase the first order of smallness with respect parameter 𝜀 of the
off-diagonal elements in matrix of system (1). For this purpose in system (1) we make
the substitution:

𝑥 = (𝐸 − 𝜀𝑄(𝑡, 𝜀))𝑥1, (7)

where 𝑄 = (𝑞𝑗𝑘)𝑗,𝑘=1,𝑛, 𝑞𝑗𝑗 ≡ 0, 𝑞𝑗𝑘 = 𝑎𝑗𝑘/(𝑖𝜔𝑗𝑘) (𝑗 ̸= 𝑘). Obviously that 𝑞𝑗𝑘 ∈
∈ 𝑆(𝑚 − 1, 𝜀0) and ∃ 𝜀1 6 𝜀0 such that ∀𝜀 ∈ (0, 𝜀1) the transformation (7) is non-
degenerate. As a result of its application, we obtain:

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= (Λ(𝑡, 𝜀) + 𝜀Λ1(𝑡, 𝜀) + 𝜀2𝐻(𝑡, 𝜀) + 𝜇𝑃 (𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝜇𝜀 ̃︀𝑃 (𝑡, 𝜀, 𝜃))𝑥1, (8)

where Λ1, 𝐻 are defined in formulation of the theorem matrices, ̃︀𝑃 = 𝑄(𝐸− 𝜀𝑄)−1𝑃 .

Thus matrix ̃︀𝑃 belong to class 𝐹 (𝑚− 1, 𝑙, 𝜀1, 𝜃).
Consider now the following matrix equation:

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝜕Ψ

𝜕𝜃
= Λ(𝑡, 𝜀)Ψ−ΨΛ(𝑡, 𝜀) + 𝑃 (𝑡, 𝜀, 𝜃)− 𝑈(𝑡, 𝜀, 𝜇)+

+𝜇(𝑃 (𝑡, 𝜀, 𝜃)Ψ−Ψ𝑈(𝑡, 𝜀, 𝜇)), (9)

where (𝑛 × 𝑛)-matrices 𝑈(𝑡, 𝜀, 𝜇), Ψ = Ψ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) must be defined. We show, that
equation (9) has a solution Ψ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ∈ 𝐹 (𝑚− 1, 𝑙, 𝜀1, 𝜃), and matrix 𝑈(𝑡, 𝜀, 𝜇) will
be defined as diagonal with elements from class 𝑆(𝑚, 𝜀1).

Together with equation (9) consider equation:

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝜕Ψ0

𝜕𝜃
= Λ(𝑡, 𝜀)Ψ0 −Ψ0Λ(𝑡, 𝜀) + 𝑃 (𝑡, 𝜀, 𝜃)− 𝑈0(𝑡, 𝜀). (10)

We show, that equation (10) for some choice of the matrix 𝑈0(𝑡, 𝜀) has a solution,
which belong to class 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀1, 𝜃). We set:

𝑈0(𝑡, 𝜀) = diag(Γ0[(𝑃 (𝑡, 𝜀, 𝜃))11], . . . ,Γ0[(𝑃 (𝑡, 𝜀, 𝜃))𝑛𝑛]), (11)

(Ψ0)𝑗𝑗 =

∞∑︁
𝜈=−∞
(𝜈 ̸=0)

Γ𝜈 [(𝑃 (𝑡, 𝜀, 𝜃))𝑗𝑗 ]

𝑖𝜈𝜙(𝑡, 𝜀)
exp(𝑖𝜈𝜃(𝑡, 𝜀)), (12)

(Ψ0)𝑗𝑘 = −
∞∑︁

𝜈=−∞

Γ𝜈 [(𝑃 (𝑡, 𝜀, 𝜃))𝑗𝑘]

𝑖(𝜔𝑗𝑘(𝑡, 𝜀)− 𝜈𝜙(𝑡, 𝜀))
exp(𝑖𝜈𝜃(𝑡, 𝜀)) (𝑗 ̸= 𝑘). (13)

For its choice the matrix 𝑈0(𝑡, 𝜀) belong to class 𝑆(𝑚, 𝜀1) and the matrix Ψ0(𝑡, 𝜀, 𝜃)
belong to class 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀1, 𝜃) and ∃ 𝐾 ∈ (0,+∞) such that

‖𝑈0‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)
6 𝐾‖𝑃‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

, (14)

‖Ψ0‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)
6 𝐾‖𝑃‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

(15)

(here we have that 𝑆(𝑚, 𝜀1) ⊂ 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀1, 𝜃)).
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We seek the solution from class 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀1, 𝜃) of equation (9) by the method of
successive approximations, defining the initial approximation Ψ0(𝑡, 𝜀, 𝜃), and the sub-
sequent approximations defining as solutions from class 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀1, 𝜃), of the equations:

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝜕Ψ𝑠+1

𝜕𝜃
= Λ(𝑡, 𝜀)Ψ𝑠+1 −Ψ𝑠+1Λ(𝑡, 𝜀) + 𝑃 (𝑡, 𝜀, 𝜃)+

+𝜇(𝑃 (𝑡, 𝜀, 𝜃)Ψ𝑠 −Ψ𝑠𝑈𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜇))− 𝑈𝑠+1(𝑡, 𝜀, 𝜇), 𝑠 = 0, 1, 2, . . . , (16)

where matrices 𝑈1, 𝑈2, . . . must be defined also.
We set:

𝑈𝑠+1 = diag(Γ0[(𝑃 + 𝜇(𝑃Ψ𝑠 −Ψ𝑠𝑈𝑠))11], . . . ,Γ0[(𝑃 + 𝜇(𝑃Ψ𝑠 −Ψ𝑠𝑈𝑠))𝑛𝑛], (17)

(Ψ𝑠+1)𝑗𝑗 =

∞∑︁
𝜈=−∞
(𝜈 ̸=0)

Γ𝜈 [(𝑃 + 𝜇(𝑃Ψ𝑠 −Ψ𝑠𝑈𝑠))𝑗𝑗 ]

𝑖𝜈𝜙(𝑡, 𝜀)
exp(𝑖𝜈𝜃(𝑡, 𝜀)), (18)

(Ψ𝑠+1)𝑗𝑘 = −
∞∑︁

𝜈=−∞

Γ𝜈 [(𝑃 + 𝜇(𝑃Ψ𝑠 −Ψ𝑠𝑈𝑠))𝑗𝑘]

𝑖(𝜔𝑗𝑘(𝑡, 𝜀)− 𝜈𝜙(𝑡, 𝜀))
exp(𝑖𝜈𝜃(𝑡, 𝜀)) (𝑗 ̸= 𝑘). (19)

For its choice the matrices 𝑈𝑠 (𝑠 = 0, 1, 2, . . .) belongs to class 𝑆(𝑚, 𝜀1) and the
matrices Ψ𝑠 (𝑠 = 0, 1, 2, . . .) belongs to class 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀1, 𝜃).

We define sets:

Ω1 = { Ψ ∈ 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀1, 𝜃) : ‖Ψ−Ψ0‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)
6 𝑑 },

Ω2 = { 𝑈 ∈ 𝑆(𝑚, 𝜀1) : ‖𝑈 − 𝑈0‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)
6 𝑑 }, 𝑑 > 0.

From estimations (14), (15) then follows, that ∀ Ψ ∈ Ω1, ∀ 𝑈 ∈ Ω2:

‖Ψ‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)
6 𝐾‖𝑃‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

+ 𝑑, (20)

‖𝑈‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)
6 𝐾‖𝑃‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

+ 𝑑. (21)

We show, that for sufficiently small values 𝜇 all approximations Ψ (𝑠 = 0, 1, 2, . . .)
belongs to Ω1, and all approximations 𝑈𝑠 (𝑠 = 0, 1, 2, . . .) belongs to Ω2. Obviously
Ψ0 ∈ Ω1, 𝑈𝑠 ∈ Ω2. Suppose by induction, that Ψ𝑠 ∈ Ω1, 𝑈𝑠 ∈ Ω2, and show, that
for sufficiently small 𝜇 Ψ𝑠+1 ∈ Ω1, 𝑈𝑠+1 ∈ Ω2. Really, from formulas (11), (12),
(13), (17), (18), (19), inequalities (14), (15), (20), (21) and property 10) for norm
‖ · ‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

we have:

‖Ψ𝑠+1 −Ψ0‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)
6 𝜇𝐾‖𝑃Ψ𝑠 −Ψ𝑠𝑈𝑠‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

6

6 𝜇2𝑚(2𝑙 + 1)𝐾
(︁
‖𝑃‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

‖Ψ𝑠‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)
+ ‖Ψ𝑠‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

‖ 𝑈𝑠‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

)︁
≤

6 𝜇2𝑚(2𝑙 + 1)𝐾
(︁
‖𝑃‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

(𝐾‖𝑃‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)
+ 𝑑) + (𝐾‖𝑃‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

+ 𝑑)2
)︁
,

and similarly
‖𝑈𝑠+1 − 𝑈0‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

6

6 𝜇2𝑚(2𝑙 + 1)𝐾
(︁
‖𝑃‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

(𝐾‖𝑃‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)
+ 𝑑) + (𝐾‖𝑃‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

+ 𝑑)2
)︁
.
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Require that 𝜇 was so small that the inequality:

𝜇2𝑚(2𝑙 + 1)𝐾
(︁
‖𝑃‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

(𝐾‖𝑃‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)
+ 𝑑) +

+(𝐾‖𝑃‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)
+ 𝑑)2

)︁
≤ 𝑑0 < 𝑑. (22)

Then Ψ𝑠+1 ∈ Ω1, 𝑈𝑠+1 ∈ Ω2 and thus Ψ𝑠 ∈ Ω1, 𝑈𝑠 ∈ Ω2 (𝑠 = 0, 1, 2, . . .).
We prove now convergence of process (17) – (19). From (16) we have:

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝜕(Ψ𝑠+1 −Ψ𝑠)

𝜕𝜃
= Λ(𝑡, 𝜀)(Ψ𝑠+1 −Ψ𝑠)− (Ψ𝑠+1 −Ψ𝑠)Λ(𝑡, 𝜀)+

+𝜇(𝑃 (𝑡, 𝜀, 𝜃)(Ψ𝑠 −Ψ𝑠−1)− (Ψ𝑠𝑈𝑠 −Ψ𝑠−1𝑈𝑠−1))− (𝑈𝑠+1 − 𝑈𝑠).

Then from (14), (15), (17), (18), (19) we obtain:

‖Ψ𝑠+1 −Ψ𝑠‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)
6 𝜇𝐾‖𝑃 (Ψ𝑠 −Ψ𝑠−1)− (Ψ𝑠𝑈𝑠 −Ψ𝑠−1𝑈𝑠−1)‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

6

6 𝜇𝐾2𝑚(2𝑙 + 1)
(︁
‖𝑃‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

‖Ψ𝑠 −Ψ𝑠−1‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)
+

+‖Ψ𝑠 −Ψ𝑠−1‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)
‖𝑈𝑠‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

+ ‖Ψ𝑠‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)
‖𝑈𝑠 − 𝑈𝑠−1‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

)︁
6

6 𝜇𝐾2𝑚(2𝑙 + 1)
(︁
(‖𝑃‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

+𝐾‖𝑃‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)
+ 𝑑)‖Ψ𝑠 −Ψ𝑠−1‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

+

+(𝐾‖𝑃‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)
+ 𝑑)‖𝑈𝑠 − 𝑈𝑠−1‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

)︁
.

A similar estimate holds for ‖𝑈𝑠+1 − 𝑈𝑠‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)
. Thus we obtain:

‖Ψ𝑠+1−Ψ𝑠‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)
+‖𝑈𝑠+1−𝑈𝑠‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

≤ 2𝜇2𝑚(2𝑙+1)((𝐾+1)‖𝑃‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)
+𝑑)×

×
(︁
‖Ψ𝑠 −Ψ𝑠−1‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

+ ‖𝑈𝑠 − 𝑈𝑠−1‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)

)︁
.

Require that 𝜇 was so small that the inequality:

2𝜇2𝑚(2𝑙 + 1)((𝐾 + 1)‖𝑃‖*𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀1,𝜃)
+ 𝑑) < 1. (23)

Then desired convergence is guaranteed.
Thus when the inequalities (22), (23), the equation (9) has a solution Ψ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ∈

∈ 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀1, 𝜃), and diagonal matrix 𝑈(𝑡, 𝜀, 𝜇) 𝑆(𝑚, 𝜀1). We make now in the system
(8) the substitution:

𝑥1 = (𝐸 + 𝜇Ψ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇))𝑦. (24)

As a result we obtain the system of kind (6) in which the matrix 𝑉 (𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) are
defined from the equation:

(𝐸 + 𝜇Ψ)𝑉 = Λ1Ψ−ΨΛ1 + ̃︀𝑃 ((𝐸 + 𝜇Ψ) + 𝜀(𝐻Ψ−Ψ𝐻)− 1

𝜀

𝜕Ψ

𝜕𝑡
. (25)

Obviously, that for sufficiently small 𝜇 equation (25) has a unique solution 𝑉 (𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇),
and this solution belong to class 𝐹 (𝑚− 1, 𝑙, 𝜀1, 𝜃).
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Lemma 1 are proved.
Lemma 2. Let we have the scalar linear non-homogeneous first-order differential

equation:
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (𝑖𝜔(𝑡, 𝜀) + 𝜀𝛼(𝑡, 𝜀) + 𝜇𝑢(𝑡, 𝜀))𝑥+ 𝜀𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜃), (26)

where 𝜔(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚, 𝜀1), 𝜔(𝑡, 𝜀) ∈ R+, 𝑢(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚, 𝜀1), 𝛼(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚 − 1, 𝜀1),
𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹 (𝑚− 1, 𝑙, 𝜀1, 𝜃) and the following conditions:
1) inf

𝐺(𝜀1)
|𝜔(𝑡, 𝜀)− 𝜈𝜙(𝑡, 𝜀)| ≥ 𝛾 > 0 ∀𝜈 ∈ Z;

2) alternative holds: or Re 𝑢(𝑡, 𝜀) ≡ 0, or inf
𝐺(𝜀1)

|Re 𝑢(𝑡, 𝜀)| = 𝛾1 > 0.

Then ∃ 𝜀2 ∈ (0, 𝜀1), 𝜇2 ∈ (0, 𝜇1) such that ∀ 𝜇 ∈ (0, 𝜇2), 𝜀 ∈ (0, 𝜀2) the equation
(26) has a particular solution 𝑥(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ∈ 𝐹 (𝑚−1, 𝑙, 𝜀2, 𝜃), and ∃𝐾2 ∈ (0,+∞) such
that:

‖𝑥(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)‖𝐹 (𝑚−1,𝑙,𝜀2,𝜃) 6 𝐾2‖𝑥(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)‖𝐹 (𝑚−1,𝑙,𝜀2,𝜃).

Proof of this lemma is completely similar to proof of Lemma 2 from paper [2].
Lemma 3. Let the function

𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) =

∞∑︁
𝜈=−∞
(𝜈 ̸=0)

𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)) (27)

belong to class 𝐹 (𝑚− 1, 𝑙, 𝜀1, 𝜃). Then the function

𝑥(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) = 𝜀

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜏, 𝜀, 𝜃(𝜏, 𝜀))𝑑𝜏

belong to class 𝐹 (𝑚− 1, 𝑙, 𝜀1, 𝜃) also, and ∃ 𝐾3 ∈ (0,+∞) such that:

‖𝑥‖𝐹 (𝑚−1,𝑙,𝜀1,𝜃) 6 𝐾3‖𝑓‖𝐹 (𝑚−1,𝑙,𝜀1,𝜃).

Proof. We define operators:

𝐷0
𝑛𝑢 = 𝑢, 𝐷1

𝑛𝑢 =
𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑢(𝑡, 𝜀)

𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)

)︂
, 𝐷𝑘

𝑛𝑢 = 𝐷1
𝑛(𝐷

𝑘−1
𝑛 𝑢).

Consider

𝜀

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜏, 𝜀, 𝜃(𝜏, 𝜀))𝑑𝜏 =

∞∑︁
𝜈=−∞
(𝜈 ̸=0)

𝜀

𝑡∫︁
0

𝑓𝑛(𝜏, 𝜀, 𝜃(𝜏, 𝜀))𝑒
𝑖𝑛𝜃(𝜏,𝜀)𝑑𝜏

(by the uniform convergence of the series (27) term by term integration lawfully). By
the (𝑚− 1)-fold integration by parts we obtain:

𝜀

𝑡∫︁
0

𝑓𝑛(𝜏, 𝜀, 𝜃(𝜏, 𝜀))𝑒
𝑖𝑛𝜃(𝜏,𝜀)𝑑𝜏 = 𝑎𝑛(𝑡, 𝜀)𝑒

𝑖𝑛𝜃(𝑡,𝜀) − 𝑎𝑛(0, 𝜀),
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where

𝑎𝑛(𝑡, 𝜀) = 𝜀

𝑚−2∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
𝐷𝑘

𝑛(𝑓𝑛(𝑡, 𝜀))

𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)
+ (−1)𝑚−1𝑒−𝑖𝑛𝜃(𝑡,𝜀)

𝑡∫︁
0

𝐷𝑚−1
𝑛 (𝑓𝑛(𝜏, 𝜀))𝑒

𝑖𝑛𝜃(𝜏,𝜀)𝑑𝜏.

Applicable to the function 𝑎𝑛(𝑡, 𝜀) operator 𝐷
𝑠
𝑛

(︀
𝑑
𝑑𝑡

)︀
. We obtain:

𝐷𝑠
𝑛

(︂
𝑑𝑎𝑛
𝑑𝑡

)︂
= 𝜀

𝑚−𝑠−3∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐷𝑘+𝑠+1
𝑛 (𝑓𝑛(𝑡, 𝜀))+

+(−1)𝑚+𝑠−2𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)𝑒−𝑖𝑛𝜃(𝑡,𝜀)𝜀

𝑡∫︁
0

𝐷𝑚−1
𝑛 (𝑓𝑛(𝜏, 𝜀))𝑒

𝑖𝑛𝜃(𝜏,𝜀)𝑑𝜏.

Obviously, that 𝐷𝑘
𝑛(𝑓𝑛(𝑡, 𝜀)) = 𝜀𝑘𝑓*𝑛𝑘(𝑡, 𝜀), and

∞∑︁
𝑛=−∞

|𝑛| sup
𝐺(𝜀1)

|𝑓*𝑛𝑘(𝑡, 𝜀)| < + ∞ (𝑘 = 1,𝑚− 1).

So: ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜀

𝑡∫︁
0

𝐷𝑚−1
𝑛 (𝑓𝑛(𝜏, 𝜀))𝑒

𝑖𝑛𝜃(𝜏,𝜀)𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 𝐿𝜀𝑚−1 sup

𝐺(𝜀1)

|𝑓*𝑛,𝑚−1(𝑡, 𝜀)|.

From theese estimations follows, that ∀ 𝑠 = 0,𝑚− 2: 𝑑𝑠+1𝑎𝑛(𝑡, 𝜀)/𝑑𝑡
𝑠+1 = 𝜀𝑠+1𝑎*𝑛𝑠(𝑡, 𝜀),

and
∞∑︁

𝑛=−∞
|𝑛| sup

𝐺(𝜀1)

|𝑎*𝑛𝑠(𝑡, 𝜀)| < + ∞.

Lemma 3 are proved.
3. Principal Results.
Theorem. Suppose the system (1) such, that:

1) ∀𝜈 ∈ Z, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛 (𝑗 ̸= 𝑘) : inf
𝐺(𝜀0)

|𝜔𝑗𝑘(𝑡, 𝜀)− 𝜈𝜙(𝑡, 𝜀)| ≥ 𝛾 > 0; (28)

2) the elements 𝑢𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜇) (𝑗 = 1, 𝑛) of the diagonlal matrix 𝑈(𝑡, 𝜀, 𝜇), whish defined
in Lemma 1, have the alternative:
or Re(𝑢𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜇)− 𝑢𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜇)) ≡ 0 (𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑘);
or inf

𝐺(𝜀1)
|Re(𝑢𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜇)− 𝑢𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜇))| ≥ 𝛾0 > 0, where 𝜀1 are defined in Lemma 1.

Then ∃3 ∈ (0, 𝜀0), 𝜇3 ∈ (0, 𝜇0) such that ∀ 𝜀 ∈ (0, 𝜀3), ∀ 𝜇 ∈ (0, 𝜇3) exists the
transformation of kind (2), where Φ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ∈ 𝐹 (𝑚− 1, 𝑙, 𝜀3, 𝜃), which reducing the
system (1) to form (3), where 𝐻 ∈ 𝑆(𝑚− 2, 𝜀3), 𝐵 ∈ 𝑆(𝑚− 1, 𝜀3).

Proof. Based on the Lemma 1, we reduce the system (1) by the transformation
(5) to kind (6). We construct now the transformation

𝑦 = (𝐸 + 𝜇𝑋(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇))𝑧, (29)

reducing the system (6) to form (3). We obtain the follows differential equation with
respect matrix 𝑋:
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𝑑𝑋

𝑑𝑡
= ̃︀Λ(𝑡, 𝜀, 𝜇)𝑋 −𝑋̃︀Λ(𝑡, 𝜀, 𝜇) + 𝜀𝑉 (𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)− 𝜀𝐵(𝑡, 𝜀, 𝜇)+

+𝜀2(𝐻(𝑡, 𝜀)𝑋 −𝑋𝐻(𝑡, 𝜀)) + 𝜇𝜀(𝑉 (𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑋 −𝑋𝐵(𝑡, 𝜀, 𝜇)), (30)

where ̃︀Λ = Λ(𝑡, 𝜀)+𝜀Λ1(𝑡, 𝜀)+𝜇𝑈(𝑡, 𝜀, 𝜇) = diag(̃︀𝜆1, . . . , ̃︀𝜆𝑛), ̃︀𝜆𝑗 = 𝜆𝑗(𝑡, 𝜀)+𝜀𝑎𝑗𝑗(𝑡, 𝜀)+
+𝜇𝑢𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜇) ∈ 𝑆(𝑚− 1, 𝜀1) (𝑗 = 1, 𝑛). The matrix 𝐵(𝑡, 𝜀, 𝜇) must be defined.

With the equation (30) we consider the truncated equation:

𝑑𝑋0

𝑑𝑡
= ̃︀Λ(𝑡, 𝜀, 𝜇)𝑋0 −𝑋0

̃︀Λ(𝑡, 𝜀, 𝜇) + 𝜀𝑉 (𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)− 𝜀𝐵0(𝑡, 𝜀, 𝜇), (31)

where the matrix 𝐵0(𝑡, 𝜀, 𝜇) must be defined. In the component-wise form the equa-
tion (31) has the kind:

𝑑((𝑋0)𝑗𝑘)

𝑑𝑡
= (̃︀𝜆𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜇)−̃︀𝜆𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜇))(𝑋0)𝑗𝑘+𝜀(𝑉 (𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)−𝐵0(𝑡, 𝜀, 𝜇))𝑗𝑘, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛.

(32)
Consider the case 𝑗 = 𝑘. We have:

𝑑((𝑋0)𝑗𝑗)

𝑑𝑡
= 𝜀(𝑉 (𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇))𝑗𝑗 − 𝜀(𝐵0(𝑡, 𝜀, 𝜇))𝑗𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑛. (33)

Assume (𝐵0)𝑗𝑗 = Γ0[(𝑉 )𝑗𝑗 ] (𝑗 = 1, 𝑛). Then based on Lemma 3 the equation (33) has
a particular solution (𝑋0)𝑗𝑗 from class 𝐹 (𝑚 − 1, 𝑙, 𝜀1, 𝜃), and ∃ 𝐾4 ∈ (0,+∞) such
that:

‖(𝑋0)𝑗𝑗‖𝐹 (𝑚−1,𝑙,𝜀1,𝜃) 6 𝐾4‖(𝑉 )𝑗𝑗‖𝐹 (𝑚−1,𝑙,𝜀1,𝜃).

Let now 𝑗 ̸= 𝑘. Then we have:

𝑑((𝑋0)𝑗𝑘)

𝑑𝑡
= (𝑖𝜔𝑗𝑘(𝑡, 𝜀) + 𝜀(𝑎𝑗𝑗(𝑡, 𝜀)− 𝑎𝑘𝑘(𝑡, 𝜀)) + 𝜇(𝑢𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜇)− 𝑢𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜇)))(𝑋0)𝑗𝑘+

+𝜀(𝑉 (𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇))𝑗𝑘 − 𝜀(𝐵(𝑡, 𝜀, 𝜇))𝑗𝑘, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛; 𝑗 ̸= 𝑘. (34)

Assume (𝐵0)𝑗𝑘 ≡ 0 (𝑗 ̸= 𝑘). Then based on Lemma 2 by condidtion 2) of the
theorem we obtain, that equation (34) has a particular solution (𝑋0)𝑗𝑘 from class
𝐹 (𝑚− 1, 𝑙, 𝜀3, 𝜃) (𝜀1 6 𝜀1), and ∃𝐾5 ∈ (0,+∞) such that:

‖(𝑋0)𝑗𝑘‖𝐹 (𝑚−1,𝑙,𝜀3,𝜃) 6 𝐾5‖(𝑉 )𝑗𝑘‖𝐹 (𝑚−1,𝑙,𝜀1,𝜃).

It follows that if 𝐵0 = diag(Γ0[(𝑉 )11], . . . ,Γ0[(𝑉 )𝑛𝑛]), then matrix equation (31)
has a particular solution 𝑋0(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) from class 𝐹 (𝑚 − 1, 𝑙, 𝜀4, 𝜃) (𝜀4 6 𝜀1), and
∃𝐾6 ∈ (0,+∞) such that:

‖𝑋0‖*𝐹 (𝑚−1,𝑙,𝜀4,𝜃)
6 𝐾6‖𝑉 ‖*𝐹 (𝑚−1,𝑙,𝜀1,𝜃)

.

Now pursuing arguments similar to the proof of the Lemma 1, it is easy to show
that ∃ 𝜀5 ∈ (0, 𝜀4), 𝜇5 ∈ (0, 𝜇1) such that ∀ 𝜀 ∈ (0, 𝜀5), 𝜇 ∈ (0, 𝜇5) the equation (30)
has a particular solution 𝑋(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) from class 𝐹 (𝑚− 1, 𝑙, 𝜀5, 𝜃).

The theorem are proved.

Conclusion. Thus, for the system (1) the sufficient conditions of the existence of
the transformation, which reducing this system close to a system with slowly-varying
coefficients and the algorithm for constructing this transformation are obtained.
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СТРУКТУРЫ СДВИГОВОГО ТЕЧЕНИЯ ЖИДКОСТИ

В УЗКИХ ЗАЗОРАХ

Асланов С. К. Реологiчне моделювання неоднорiдної структури сдвиго-
вої течiї рiдини у вузьких зазорах. Теорiя структури зсувної течiї в узьких зазорах
побудована на основi змiнної в’язкостi. Для неї у пристiнних слоях використовується
степенева залежнiсть вiд мiсцевої швидкостi деформацiї та вiдстанi до обмежуючих
твердих площин. Визначення основних параметрiв цiєї двошарової течiї здiйснюється
за допомогою метода послiдовного наближення.
Ключовi слова: зсувна течiя, вузькi зазори, змiнна в’язкiсть, орiєнтацiйна впоряд-
кованнiсть, пристiннi шари.

Асланов С. К. Реологическое моделирование неоднородной структуры
сдвигового течения жидкости в узких зазорах. Теория структуры сдвигового
течения в узких зазорах построена на основе переменной вязкости. Для нее в при-
стенных слоях используется степенная зависимость от местной скорости деформации
и расстояния до ограничивающих твердых поверхностей. Определение основных пара-
метров этого слоистого течения осуществляется при помощи метода последовательных
приближений.
Ключевые слова: сдвиговое течение, узкие зазоры, переменная вязкость, ориента-
ционная упорядоченность, пристенные слои.

Aslanov S. K. The rheology simulation for a inhomogeneous structure of

the shear fluid flow into slender clearances. The theory of shear flow structure into

slender clearances on the basis of variable viscosity was constructed. The power dependence

on local velocity deformation and on distance bounding hard surfaces into priwall layers was

used. These basic layered flow parameters by means of the successive approximation method

was determined.

Key words: shear flow, narrow gaps, variable viscosity, orientational ordering, priwall layers.

Введение. Известно, что целый ряд жидкостей, в том числе и составляю-
щих основу смазочных сред, проявляют свои аномальные свойства при течении в
узких (микронных) зазорах между твердыми (металлическими) поверхностями.
Структурная неоднородность, возникающая в таких прослойках, связана с обра-
зованием на их твердых границах сверхтонких приповерхностных слоев особой
квазижидкокристаллической фазы [1]. Это порождает неньютоновский характер
течения в них с эффективным коэффициентом вязкости 𝜂𝑒𝑓𝑓 , зависящим от ско-
рости деформации 𝛾 и отличным от такового 𝜂0 [2] для изотропного состояния

c○Асланов С. К., 2014
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обычной "объемной"жидкости. Наличие структурированных жидкокристалли-
ческих слоев в смазочной прослойке триады трения тесно взаимосвязано с про-
тивоизносными характеристиками трибосопряжения.

В реологических исследованиях структурно неоднородных масляных просло-
ек в напорном [3] и сдвиговом [4] течениях установлена их повышенная вязкость,
обусловленная гомеотропной ориентацией молекул приповерхностных структу-
рированных слоев. Молекулярные слои смазочной среды в непосредственной бли-
зости от обтекаемой твердой подложки можно трактовать как квазижесткокри-
сталлическое состояние, образующееся за счет наиболее эффективного молеку-
лярного взаимодействия с обтекаемой твердой границей. С удалением от нее мо-
лекулярное воздействие на смазочную среду ослабляется и жесткокристалличе-
ское состояние переходит в жидкокристаллическое. Ориентационная упорядо-
ченность молекулярной структуры смазочной среды, ослабляясь, заканчивается
переходом в ее изотропное ньютоновское состояние с постоянной вязкостью 𝜂0 в
срединной части зазора, если это позволяет его ширина 𝐷 > 2𝑑𝑠 (𝑑𝑠 – толщина
противолежащих пристенных структурированных слоев). В случае 𝐷 < 2𝑑𝑠 по-
следние взаимно срезаются, и жидкокристаллическая фаза заполняет целиком
весь зазор.

Основные результаты. Попытка теоретического описания структур
сверхтонких пристенных слоев была предпринята в [3], [4] с позиций динамики
жидкости переменной вязкости как для напорного, так и для сдвигового тече-
ния. В качестве функциональной зависимости коэффициент вязкости предло-
жен степенной тип интегральной формы от скорости деформации по любому
элементарному подслою, непосредственно прилегающему к обтекаемой твердой
стенке. В конечном итоге, это сводилось к степенной зависимости вязкости от
местной скорости течения смазочной среды по отношению к стенке с подлежа-
щим определению показателем. Такой подход обеспечивал лишь неявную зависи-
мость коэффициента вязкости от расстояния до обтекаемой твердой подложки.
Тем самым влияние этого расстояния на степень интенсивности молекулярного
воздействия твердой поверхности на ориентационную упорядоченность структу-
ры пристенного слоя определялось лишь через посредство характера возникаю-
щего функционального распределения скоростей в обтекающей жидкости. Такой
интегральный вид зависимости вязкости от скорости деформаций не отвечает
принятой в реологии неньютоновских жидкостей зависимости от местной скоро-
сти деформации. Этот недостаток был преодолен в [5], где для теоретического
описания анизатропной структуры пристенных слоев в сдвиговом режиме тече-
ния была использована степенная зависимость коэффициента вязкости как от
местной скорости деформации, так и явно от расстояния до обтекаемой твердой
стенки, которое призвано отразить гидродинамически интенсивность ее молеку-
лярного взаимодействия с обтекающей жидкостью.

Однако есть более существенное обстоятельство, которое имеет принципиаль-
ное значение. Теоретические исследования, выполненные во всех работах, упомя-
нутых в двух предыдущих абзацах, базируются на решении сопряженной крае-
вой задачи для случая 𝐷 > 2𝑑𝑠, когда в срединной части зазора присутствует
изотропное течение жидкости с постоянной вязкостью 𝜂0. Отсюда вытекает, что
использование этого решения в области 𝐷 < 2𝑑𝑠 с целью определения оценки
величины параметра порядка следует признать незаконным. В этом случае за-
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дача с течением в зазоре теряет сопряженный характер, и по этой причине в ее
математической постановке отсутствует заданный масштаб вязкости 𝜂0 и второй
линейный масштаб 𝑑𝑠.

В то же время именно решение задачи в случае 𝐷 < 2𝑑𝑠 позволяет мате-
матически корректно дать теоретическую оценку для параметра порядка в при-
стенных слоях и с помощью экспериментальных данных из области 𝐷 > 2𝑑𝑠
найти величину 𝑑𝑠 толщины таких слоев. Поэтому в основу настоящего исследо-
вания положено решение задачи о структуре сложного течения жидкости пере-
менной вязкости в узком зазоре между твердыми поверхностями, когда 𝐷 < 2𝑑𝑠,
𝐷 > 2𝑑𝑠. Рассматривается сдвиговое течение в коаксиальном зазоре 𝐷 между
бесконечными круговыми цилиндрами радиусов ≈ 𝑅, которые вращаются отно-
сительно друг друга с угловой скоростью 𝜔. Исключительная малость ширины
зазора (𝐷/𝑅 << 1) позволяет воспользоваться асимптотическим приближением
локально плоского установившегося течения жидкой среды между двумя парал-
лельными стенками, одна из которых неподвижна, а сдвиговой режим порожда-
ется движением второй стенки со скоростью v* = 𝜔𝑅.

Поскольку полимомелкулярные пристенные слои квазикристаллической струк-
туры формируются на каждой из противолежащих стенок одинаковым образом,
течение среды в зазоре можно считать симметричным. Скоростной профиль, с
одной стороны, будет симметричным относительно срединной линии зазора, где
величина скорости принимает значение (v*/2), а с другой – он антисимметричен
по отношению к своей средней линии поперечного сечения. Поэтому достаточно
рассмотреть течение смазочной среды в полузазоре, примыкающем к неподвиж-
ной плоской стенке, расположив на ней начало системы координат и направив ось
𝑦 по нормали к ней (ось 𝑥 – вдоль стенки). Результаты для другого полузазора
получаются из первого простым пересчетом.

Математическое исследование указанного сдвигового течения складывается
из решения двух краевых задач существенно различного характера для уравне-
ния движения 𝑑𝜏/𝑑𝑦 = 0 с общим первым интегралом

𝜏 = 𝜂𝑗
𝑑v𝑗

𝑑𝑦 = 𝐶0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (1)

где 𝜏 – напряжение сдвига, 𝜂 – коэффициент вязкости среды, v – ее скорость,
индекс 𝑗 означает принадлежность к соответствующей зоне течения.

В случае 𝐷 > 𝐷* = 2𝑑𝑠 краевая область 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝐷/2 включает в себя раз-
нофазные состояния одной и той же среды: пристенный слой 𝑗 = 1 (0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑𝑠)
со структурой квазижидкокристаллического характера, описываемой гидроди-
намически при помощи переменного коэффициента вязкости 𝜂, и промежутка
𝑗 = 2 (𝑑𝑠 ≤ 𝑦 ≤ 𝐷/2) изотропного течения жидкости с постоянной вязкостью
𝜂2 = 𝜂0, которые контактируют между собой на внутренней границе 𝑦 = 𝑑𝑠. Для
модельного распределения переменной вязкости предлагается степенной вид за-
висимости

𝜂1 = 𝐴1𝑦
−𝛼 (𝑑v/𝑑𝑦)

−𝛽 (2)

c постоянными показателями 𝛼, 𝛽, подлежащими определению. Коэффициент 𝐴1

находится из условия сопряжения 𝜂1 = 𝜂0 на границе 𝑦 = 𝑑𝑠, что приводит к

𝜂1 = 𝜂0

(︁
𝑦
𝑑𝑠

)︁−𝛼 [︁
𝑑v1/𝑑𝑦

(𝑑v1/𝑑𝑦)𝑦=𝑑𝑠

]︁−𝛽

. (3)
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Реологическая зависимость от локальной скорости деформации 𝑑v1/𝑑𝑦 свя-
зана с неньютоновским характером течения среды в сверхузких зазорах. Введен-
ная наряду с этим явная зависимость коэффициента вязкости от расстояния 𝑦 до
обтекаемой твердой стенки призвана гидродинамически отразить эффект моле-
кулярного взаимодействия текущей среды с материалом подложки, распростра-
няющийся на сверхтонкий пристенный слой, формируя ориентационную упоря-
доченность его молекулярной структуры. Степень такого упорядочивания будет
определяться величиной показателя 𝛼.

Чтобы модельное распределение (3) могло гидродинамически отражать ква-
зижесткокристаллическую структуру молекулярных слоев среды, непосредствен-
но примыкающих к обтекаемой твердой поверхности 𝑦 = 0, следует считать
𝛼 > 0. Постоянство сдвигового напряжения (1) обеспечивает в таком случае ис-
чезновение величины скорости деформации 𝑑v1/𝑑𝑦 на стенке 𝑦 = 0. Предположе-
ние 𝛽 > 0 дает возможность согласовать увеличение коэффициента вязкости (3)
с поведением экспериментальных реологических кривых обратной зависимости
вязкости от скорости деформации [4]. Неограниченный рост коэффициента вяз-
кости в непосредственной близости от обтекаемой стенки может служить в поль-
зу модельной интерпретации образования жесткоориентационной молекулярной
упорядоченности среды.

Подстановка (3) в (1) с точностью до постоянного множителя дает

𝑑v1/𝑑𝑦
(𝑑v1/𝑑𝑦)|𝑦=𝑑𝑠

∼
(︁

𝑦
𝑑𝑠

)︁𝛿
, где 𝛿 = 𝛼

1−𝛽 , (4)

т. е. скоростной профиль в пристенном структурированном слое определяется
единственным параметром 𝛿, который можно назвать параметром порядка. В
результате коэффициент вязкости (3) будет выражаться в виде 𝜂1/𝜂0 ∼ (𝑦/𝑑𝑠)

−𝛿,
откуда в соответствии с вышесказанным следует необходимость 𝛿 > 0. С другой
стороны, среднеинтегральное значение вязкости по толщине пристенного слоя 𝑑𝑠
будет выражаться

⟨𝜂1/𝜂0⟩ ∼
1

𝑑𝑠

∫︁ 𝑑𝑠

0

(︂
𝑦

𝑑𝑠

)︂−𝛿

𝑑𝑦 =
1

1− 𝛿

при 𝛿 < 1, при 𝛿 > 1 интеграл расходится. Поэтому параметр ориентационного
порядка оказывается заключенным в интервале

0 < 𝛿 < 1. (5)

При 𝐷 > 𝐷* краевая задача для скоростного профиля v𝑗 (𝑦) в полузазоре
0 6 𝑦 6 𝐷/2 носит сопряженный характер и включает следующие граничные
условия:

v1 (0) = 0, v2 (𝐷/2) = v*/2, v1 (𝑑𝑠) = v2 (𝑑𝑠) . (6)

Они соответственно выражают неподвижность вязкой среды на обтекаемой
неподвижной поверхности, симметрию скоростного профиля и его непрерывность
на внутренней границе 𝑦 = 𝑑𝑠. Гладкий переход профиля через нее обуслов-
лен постоянством сдвигового напряжения 𝜏𝑗 (1) и непрерывностью коэффициен-
та вязкости 𝜂1 = 𝜂2 = 𝜂0, поскольку ориентационная упорядоченность полностью
исчезает на границе пристенного слоя.
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Появляющиеся при интегрировании (1) произвольные постоянные 𝐶1 и 𝐶2

(вместе с константой 𝐶0) находятся из удовлетворения условий (6), приводя к
скоростному профилю в зазоре

v1 = v*
2𝛿

(𝑦/𝑑𝑠)
1+𝛿

𝐾−1 (0 6 𝑦 6 𝑑𝑠) , (7)

v2 = v*
2

(1+ 1
𝛿 )(𝑦/𝑑𝑠)−1

𝐾−1 (𝑑𝑠 6 𝑦 6 𝐷/2) (8)

и постоянному напряжению сдвига

𝜏 = 𝐶0 = 𝜂0
v*
𝐷

(︀
1− 1

𝐾

)︀−1
, 𝐾 = 𝐷

2𝑑𝑠

(︀
1 + 1

𝛿

)︀
. (9)

Случай течения с постоянной вязкостью 𝜂0 (линейным профилем скорости)
во всем зазоре получается как предельный при 𝛿 → 0 (𝛼→ 0),𝐾 → ∞ : 𝜏0 = 𝜂0𝛾 и
𝛾 = v*/𝐷 представляет собой среднеинтегральное значение скорости деформации
по зазору.

Сдвиговое напряжение 𝜏 для сложной структуры течения можно записать в
подобном виде, если ввести в рассмотрение так называемую эффективную вяз-
кость 𝜂𝑒𝑓𝑓 (т. е. 𝜏 = 𝜂𝑒𝑓𝑓𝛾), которая измеряема экспериментально через посред-
ство напряжения сдвига. Тогда из (9) можно окончательно получить зависимость
комплекса 𝐾 от относительной эффективной вязкости:

𝐾 = [1− (𝜂0/𝜂𝑒𝑓𝑓 )]
−1
, 𝐷* > 2𝑑𝑠. (10)

В случае 𝐷 < 𝐷* = 2𝑑𝑠, когда происходит взаимное срезание противолежа-
щих пристенных слоев, так что вся ширина зазора 𝐷 оказывается заполненной
структурированным течением, и толщина каждого из этих слоев всегда имеет
величину 𝐷/2. В связи с отсутствием в задаче заданного масштаба вязкости ко-
эффициент 𝐴1 в распределении (2) приходится выразить через внутренний па-
раметр 𝜂* (при 𝑦 = 𝐷/2), неизвестный заранее и имеющий смысл наименьшего
значения коэффициента вязкости

𝜂1 = 𝜂* (2𝑦/𝐷)
−𝛼
[︁

𝑑v1/𝑑𝑦
𝑑v1/𝑑𝑦|𝑦=𝐷/2

]︁−𝛽

. (11)

Изменяемость 𝜂* вместе с 𝐷 составляет как раз принципиальное отличие
данной краевой задачи от предыдущей.

Граничными условиями для решения уравнения (1) совместно с (11) служат
теперь v1(0) = 0 и v1(𝐷/2) = v𝑥/2, что приводит к скоростному профилю

v1 = v*
2

(︀
2𝑦
𝐷

)︀𝛿+1
(𝐷 < 𝐷*) (12)

и сдвиговому напряжению 𝜏 = 𝐶0 = 𝛾𝜂* (𝛿 + 1).
Используя понятие эффективной вязкости 𝜂𝑒𝑓𝑓 , последнее можно записать в

окончательном виде
𝜂𝑒𝑓𝑓 = 𝜂* (1 + 𝛿) (𝐷 < 𝐷*) , (13)

который явно свидетельствует о постоянстве отношения (𝜂𝑒𝑓𝑓/𝜂*).
При смыкании противолежащих пристенных слоев, когда для каждого из них

𝑑𝑠 = 𝐷/2 область промежуточного изотропного течения с постоянной вязкостью
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𝜂0 вырождается в срединную линию зазора 𝑦 = 𝐷/2, так что 𝜂* на ней совпадает
с 𝜂0, т. е. (13) в пределе превращается в

(𝜂𝑒𝑓𝑓/𝜂0) = 𝛿 + 1 при 𝐷 = 𝐷* = 2𝑑𝑠 (14)

и естественно согласуется с таковым из (9) в силу непрерывности перехода ре-
шения при 𝐷 > 𝐷*, 𝐷 < 𝐷* через их предельную точку 𝐷 = 𝐷*.

В случае дальнейшего сужения зазора, когда 𝐷/2 становится меньше 𝑑𝑠, этот
линейный масштаб вообще исключается из постановки задачи о взаимном раз-
рушении пристенных структурных слоев. Его роль теперь принимает на себя
величина 𝐷/2, так что отношение ширины зазора к удвоенной толщине срезан-
ных слоев остается равным единице для всей области 𝐷 < 𝐷* существования
решения (12), (13), а комплекс 𝐾 из (9) сохраняет постоянное значение

𝐾 = 𝐾* = 1 +
(︀
1
𝛿

)︀
. (15)

Аналитическое выражение (14) может служить для оценки величины пара-
метра порядка 𝛿 на основе соответствующих значений относительной эффектив-
ной вязкости (𝜂𝑒𝑓𝑓/𝜂*). Экспериментальные зависимости последней от скорости
деформации 𝛾 = v*/𝐷 построены с помощью ротационного вискозиметра [6] для
четырех дискретных значений зазора 𝐷 [4]. Вполне понятной будет зависимость
от 𝛾 величины 𝛿 и 𝑑𝑠. Чтобы упростить проблему в условиях двойной зависи-
мости величин как от 𝐷, так и от сдвиговой скорости v* (или 𝛾), имеет смысл
воспользоваться предельным случаем 𝛾 → 0 (v* → 0), который обеспечивает для
каждого 𝐷 наибольшее значение эффективной вязкости и 𝑑𝑠. Тем более, что тол-
щина пристенных слоев в покоящейся смазочной среде будет определяться лишь
ее составом независимо от ширины зазора 𝐷. Отметим указанные обстоятель-
ства нулевыми индексами величин 𝜂0𝑒𝑓𝑓 , 𝛿0, 𝑑0𝑠, 𝐾0, 𝐾*

0 , которые будут зависеть
только от 𝐷.

В результате решения (10) и (15) принимают вид

𝐾0 =

⎧⎨⎩
(︁
1− 𝜂0

𝜂0
𝑒𝑓𝑓

)︁−1

при 𝐷 > 2𝑑0𝑠,

= 𝐾*
0 =

(︀
1 + 1

𝛿

)︀
при 𝐷 < 2𝑑0𝑠,

(16)

которые будут зависеть только от 𝐷. Первое из них имеет на плоскости (𝐷,𝐾0),
вообще говоря, криволинейное представление через посредство 𝜂0𝑒𝑓𝑓 (𝐷), а вто-
рому отвечает прямая, параллельная оси 𝐷. Их общая точка 𝐷 = 𝐷* = 2𝑑0𝑠
определит толщину пристенных слоев.

Однако чтобы этого достигнуть, необходимо иметь в (16) значение 𝛿0, выра-
жающееся согласно (14) через

(︁
𝜂0𝑒𝑓𝑓

⧸︁
𝜂0

)︁
в точке𝐷 = 𝐷*, которая сама подлежит

предварительному определению. Для преодоления этого порочного круга предла-
гается следующий метод последовательных приближений. В качестве исходного
положения предполагается, что переходная точка между решениями различных
типов (16) попадает между двумя из четырех значений зазора 𝐷 с эксперимен-
тально известными величинами

(︁
𝜂0𝑒𝑓𝑓

⧸︁
𝜂0

)︁
. Среднему арифметическому из них

присваивается смысл первого приближения для
(︁
𝜂0𝑒𝑓𝑓

⧸︁
𝜂0

)︁
, что по (14) дает тако-

вые для 𝛿0 и 𝐾*
0 по (16), т. е. со стороны решения при 𝐷 6 2𝑑𝑠. C другой стороны,
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по двум экспериментальным точкам для решения при 𝐷 > 2𝑑𝑠 строится спрям-
ленная зависимость 𝐾0 (𝐷). Ее общая точка с прямой (16) 𝐾0 = 𝐾*

0 дает первое
приближение для 𝐷* = 2𝑑𝑠. Следующие приближения получаются при помощи
осреднения между известными экспериментально и найденными предыдущими
приближениями

(︁
𝜂0𝑒𝑓𝑓

⧸︁
𝜂0

)︁
. Процесс останавливается при достижении предела

точности измерений. Однозначность сделанного исходного предположения о на-
чале процедуры приближения доказывается противоречивостью результатов на
базе иного выбора этого начала.

Реализацию указанного метода оценки 𝜂0𝑒𝑓𝑓 (𝐷*) конкретно проследим на
примере двух жидкостей: н-алкана гексадекана (𝐶16𝐻34) и вазелинового мас-
ла с легирующей 1%-ной добавкой нематического жидкого кристалла ЖК37. В
первом случае экспериментальные значения

(︁
𝜂0𝑒𝑓𝑓

⧸︁
𝜂0

)︁
: 2,19; 1,79; 1,49; 1,25 по-

лучены из реологических кривых соответственно для величин зазора 𝐷 (в мкм):
1,5; 4,5; 10,5; 15,0 [4]. Исходное предположение, что точка 𝐷 = 𝐷* попадает в
интервал (4, 5÷ 10, 5), дает в качестве первого приближения

(︁
𝜂0𝑒𝑓𝑓

⧸︁
𝜂0

)︁
среднюю

величину 1,64 и по (14) – 𝛿0 = 0, 64, а по (16) 𝐾*
0 = 2, 56 .

По двум точкам, отвечающим значениям 𝐷 10,5 и 15,0 (т. е. при 𝐷 > 𝐷*)
можно построить прямую

𝐾0 = 0, 44𝐷 − 1,6 , (17)

если воспользоваться соответствующим решением (16). Пересечение прямых𝐾0 =
𝐾*

0 и (17) дает 𝐷* = 9, 95 или 𝑑0𝑠 = 4, 73.
В качестве второго приближения

(︁
𝜂0𝑒𝑓𝑓

⧸︁
𝜂0

)︁
= 1, 565 используется среднее

значение между первым и
(︁
𝜂0𝑒𝑓𝑓

⧸︁
𝜂0

)︁
= 1, 49 на верхней границе (10,5) вы-

бранного интервала. Отсюда во втором приближении будем иметь 𝛿0 = 0, 565,
𝐾*

0 = 2, 77, а значит, 𝐷* = 9, 93 и 𝑑0𝑠 = 4, 97. Поскольку точность измерений
составляет 0,5 мкм, остановиться можно на третьем приближении, которое по-
лучается осреднением между первым и вторым и дает

(︁
𝜂0𝑒𝑓𝑓

⧸︁
𝜂0

)︁
= 1, 6, а значит,

𝛿0 = 0, 6, 𝐾*
0 = 2, 66, 𝐷* = 9, 68 и 𝑑0𝑠 = 4, 84. Непосредственно видно, что вели-

чина 𝐷* везде остается в пределах выбранного интервала (4, 5÷ 10, 5).
Если предположить попадание 𝐷* в другой возможный интервал (1, 5÷ 4, 5),

то область 𝐷 > 𝐷* будет содержать уже три экспериментальные точки, что
позволяет по ним построить квадратичную зависимость

𝐾0 = 0, 0293𝐷2 − 0, 311𝐷 + 3, 078.

Первое приближение в выбранном интервале дается средним значением на
его концах,

(︁
𝜂0𝑒𝑓𝑓

⧸︁
𝜂0

)︁
= 1, 99, т. е. 𝛿0 = 0, 99 и 𝐾*

0 = 2, 01. Поэтому 𝐷* как
точка пересечения (18) с прямой 𝐾*

0 = 2, 01 находится из квадратного уравне-
ния. Однако оба его корня, 9,68 и 0,933, находятся вне интервала (1, 5÷ 4, 5), что
противоречит исходному предположению. Поэтому окончательными результата-
ми для н-гексадекана являются значение параметра порядка 𝛿0 = 0, 6 и толщины
пристенных структурированных слоев 𝑑0𝑠 = 5 мкм.

В случае вазелинового масла экспериментальные данные
(︁
𝜂0𝑒𝑓𝑓

⧸︁
𝜂0

)︁
: 2,6; 1,6;

1,3; 1,1 имеются соответственно для четырех значений 𝐷 (в мкм): 1,5; 4,5; 6,5; 8,5
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[7]. Указанный метод последовательных приближений применяется совершенно
аналогично предыдущему примеру. Исходное предположение — попадание точки
𝐷 = 𝐷* в интервал (4, 5÷ 6, 5), за пределы которого не выходят три найденные
приближения. В результате окончательно полученные модельные величины: 𝛿0 =
0, 41, 𝑑0𝑠 = 3 мкм, поскольку другой возможный выбор начального интервала
(1, 5÷ 4, 5) приводит к противоречию с исходным предположением о попадании в
него точки 𝐷 = 𝐷*. В самом деле, в таком случае в области 𝐷 > 𝐷* оказываются
три экспериментальные точки (4, 5− 8, 5), по которым строится квадратичная
зависимость (18). Квадратное уравнение для пересечения этой кривой с прямой
𝐾0 = 𝐾*

0 имеет комплексные корни.

Остается произвести оценку показателей степени в модельном представле-
нии (2) переменного коэффициента вязкости. Коль скоро согласно (4) 𝛽 = 1−
− (𝛼/𝛿) показатель 𝛼 приобретает роль свободного параметра данного модели-
рования, и для установления возможного диапазона его величины можно приве-
сти следующие соображения. Определяющим фактором в формировании анизо-
тропной структуры сверхтонкого (3–5 мкм) пристенного слоя является эффект
молекулярно-ориентационной упорядоченности за счет взаимодействия с обте-
каемой твердой поверхностью. В настоящем моделировании этот эффект гид-
родинамически выражается посредством множителя 𝑦−𝛼 в коэффициенте пере-
менной вязкости (2), неограниченно возрастающем (𝛼 > 0) с приближением к
стенке 𝑦 = 0 в условиях гомеотропной ориентации молекул жидкости. Отводя
этому модельному множителю преобладающее значение в организации пристен-
ной структуры неньютоновского течения, можно положить 𝛼 > 𝛽. Вместе с (4)
это дает окончательно

𝛿0
𝛿0 + 1

< 𝛼 < 𝛿0, 0 < 𝛽 <
𝛿0

𝛿0 + 1
,

что соответственно составляет для н-гексадекана и вазелинового масла, легиро-
ванного 1%-ной добавкой ЖК37, 0, 375 < 𝛼 < 0, 6, 0 < 𝛿 < 0, 375 со средними
значениями ⟨𝛼⟩ = 0, 49 и ⟨𝛽⟩ = 0, 19.

Заключение. В аналитическую теорию, построенную для объяснения
структуры сложного сдвигового течения жидкости в сверхузких зазорах, суще-
ственным образом вошли решения двух соответствующих краевых задач различ-
ного характера. Это позволило исправить незаконное математическое действие,
допущенное в предыдущих работах, где за пределами области существования ис-
пользовалось единственное решение сопряженной краевой задачи, включающей
внутри зазора изотропное течение с постоянной вязкостью. Использование же
решения другой краевой задачи (случай взаимного срезания пристенных сло-
ев) сделало возможным при помощи предложенного метода последовательных
приближений определить математически корректно границу между указанными
решениями и на ее основе замкнуть проблему нахождения структурных харак-
теристик – параметра порядка и толщины пристенных квазижидкокристалличе-
ских слоев.
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