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1. Вступ 
 
Розвиток теорії спряжених полів і, зокрема, 

теорії електромагнітної взаємодії з середовищем, 
що деформується, вважається одним із головних 
напрямків розвитку сучасної механіки твердого 
тіла. 

Механізм взаємодії пружного середовища з 
електромагнітним полем різнобічний і обумовле-
ний геометричними характеристиками і фізични-
ми властивостями тіла.  

У рухомому суцільному середовищі при наяв-
ності електромагнітного поля виникають сили 
Лоренца. Механізм взаємодії через сили Лоренца 
буде мати місце в струмопровідному тілі і за від-
сутності феромагнітних, сегнетоелектричних чи 
п’єзоелектричних властивостей. 

 
2. Основні рівняння 
 
Завдяки такій взаємодії рівняння магнітопруж-

ності для подібних тіл в лагранжевих змінних в 
області, що займає тіло (внутрішня область), за-
пишуться наступним чином [1, 2]: 

rot BE t
 



,    rot стH J J 

  
, 

 div 0B 


,    div 0D 


; (1) 

divF Ft

        

  v ,  (2) 

де стJ


 – густина стороннього електричного стру-
му, J


 – густина індукованого електричного стру-

му, E


 –  напруженість електричного поля, H


 – 
напруженість магнітного поля, D


 – електрична 

індукція, B


 – магнітна індукція, 


  – тензор на-
пружень; v  – швидкість деформації;   – густина 

матеріалу; F


 і F


 – об’ємна механічна і Лоренца 
сили відповідно. 

При повільній зміні електромагнітного поля у 
рухомому тілі рівняння Максвелла доповню-
ються матеріальними співвідношеннями. Це – 
закон Ома і вирази для пондеромоторних сил в 
змінних Лагранжа: 

 ijB H 
 

,    ijD E 
 

, (3) 

 1T
ijJ F F E B       

  
v , (4) 

  1 1
ст ijF F J B E B B


            

     v , (5) 

де 

i

j

xF 



,    det x
 




     , 1, 2, 3i j , 
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ij , ij , ij  – відповідно тензори електричної 
провідності, діелектричної та магнітної проник-
ливості, відповідно, з анізотропною електро-
провідністю. 

Для отримання рівнянь магнітопружності тон-
ких оболонок в геометрично нелінійній постанов-
ці використовується варіаційний підхід з застосу-
ванням гіпотез Кірхгофа – Лява та електромагніт-
них гіпотез [2, 3]. 

Пружні властивості матеріалу оболонки вва-
жаються ортотропними, головні напрямки пруж-
ності якого співпадають з напрямками відповід-
них координатних ліній. Електромагнітні власти-
вості оболонки характеризуються тензорами ij , 

ij , ij . Виходячи з кристалографії [4], для роз-
глядуваного класу провідних ортотропних тіл з 
ромбічною кристалічною структурою тензори 

ij , ij , ij  приймають діагональний вигляд. 
У випадку конічної оболонки, якщо в якості 

незалежної змінної прийняти довжину дуги 
меридіану конуса s  (система координат , ,s   ), 
то величини, що характеризують геометрію обо-
лонки, запишуться наступним чином: 

1A ,  rB  ,  1 0
sR  ,  sin1

R r

 ,  cosr s  , 

де ,A B  – коефіцієнти Ламе серединної поверхні 
оболонки; sR , R  – головні радіуси кривизн;   – 
кут між нормаллю до серединної поверхні та 
віссю обертання; ( )r r s  – радіус паралельного 
кола. 

З урахуванням діагонального вигляду тензорів 
ij , ij , ij , а також враховуючи описану гео-

метрію оболонки, отримуємо повну систему рів-
нянь магнітопружності гнучкої ортотропної ко-
нічної оболонки з урахуванням електромагнітної 
ортотропії [2, 5]. 

 
3. Чисельний приклад 
 
Розглядається зрізана ортотропна конічна обо-

лонка з бороалюмінію, яка знаходиться у зовніш-
ньому магнітному полі під дією нормальної скла-

дової механічної сили 3 25 10 sin Н /P t м     і 

зовнішнього електричного струму 55 10с тJ     
2sin /t А м  . Товщина оболонки стала. Напру-

жено-деформований стан оболонки визначаємо в 
залежності від кута   ( 30, 15, 10, 6      ). 

Параметри оболонки та матеріалу наступні:  

10 2
0 s0; 0,5 ; e 22,9 10 /Ns s м Н м    ; 

10 2e 10,7 10 /Н м   ; 
8 10,454 10 ( )s ом м 

      ; 
8 10,2 10 ( )ом м 

    ; 
60,262; 0,32; 1,256 10 /s Гн м

       ; 
1 3314,16 ; 2600 /с кг м    ; 

мh 4
0 105  ;  0,1sB B T 

  . 

Граничні умови обрані наступним чином: 

0; 200 / ; 0,3sins su M Q Н м B t       
при 0s , 

0; 0; 0; 0su w B      
при 5,0s . 

Розв’язок задачі визначався на інтервалі за 
часом 21 10t с  , крок інтегрування за часом 
обирався рівним 31 10t с    при 100 точках 
інтегрування за довжиною оболонки. 
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Рис. 1. Максимальні прогини оболонки 
 

На рис. 1 показано зміну максимальних проги-
нів 0( ) /w w s h  для значень кута 6; 10;     

15; 30   – (відповідно графіки 1 – 4). Точки 1 – 
11 за віссю s  – це точки видачі результатів, які 
відповідають 0; 0,05; 0,1; 0,15; 0,2; 0,25; 0,3; 0,35;s   
0,4; 0,45; 0,5.  Максимальні значення прогинів 
досягаються на п’ятій ітерації за часом при 

35 10t с  , що відповідає вигляду навантаження. 
Видно, що зі збільшенням кута конусності про-
гин збільшується. 

На рис. 2 наведено графік зміни ( )s
  для 
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Рис. 2 . Механічні напруження оболонки 
 
розглядуваних вище значень кута   при t   

35 10 с  , що відповідає максимальним значен-
ням прогину на рис. 1. Тут ( )s

  – механічні 
напруження на зовнішній поверхні конічної обо-
лонки. 

Виходячи із наведених даних можна судити 
про вплив зміни кута конусності на напружено-
деформований стан оболонки (номери кривих 1–
4 відповідають прийнятим на рис. 1). 
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Рис. 3. Магнітна індукція оболонки 
 

На рис. 3 показано розподіл нормальної скла-
дової магнітної індукції ( )B t  при 0,04s м  для 
кутів вказаних вище. 

Варто зазначити, що при 6; 10; 15      
значення магнітної індукції зменшуються зі 
збільшенням кута і залишаються монотонними. 
При 30    значення ( )B t  мають немонотон-

ний характер, відбувається чередування екстре-
мальних значень ( )B t  за абсолютною величи-
ною. 

 
4. Висновки 
 
На підставі отриманих рівнянь з використан-

ням запропонованої методики маємо можливість 
враховувати як ортотропію матеріалу, так і орто-
тропію електромагнітного поля конічної оболон-
ки, а також вплив деформацій на електромагнітні 
властивості тіла. 

Такі задачі електромагнітопружності досить 
актуальні з точки зору додатків. У разі тонких 
ортотропних або ізотропних оболонок з орто-
тропною електропровідністю можна розв’язувати 
задачі магнітопружності шляхом варіації всіх фі-
зико-механічних параметрів оболонки. В даному 
випадку вивчено вплив кутів конусності на на-
пружено-деформований стан ортотропної обо-
лонки. 
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