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МЕТОДОЛОГИЧЕСКИЕ И ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ПДС-АЛГОРИТМА  

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ МИНИМИЗАЦИИ СУММАРНОГО ВЗВЕШЕННОГО 
ЗАПАЗДЫВАНИЯ ПРИ ВЫПОЛНЕНИИ ЗАДАНИЙ ОДНИМ ПРИБОРОМ 

 
ПДС-алгоритм решения задачи минимизации суммарного взвешенного запаздывания основан на направ-

ленных перестановках, реализующих использование запаздывающими заданиями резервов незапаздывающих 
заданий. В данной статье изложены свойства и признаки оптимальности решений, получаемых в процессе 
выполнения алгоритма. Описаны типы перестановок и обоснованы правила их выполнения, позволяющие 
резко сократить область поиска оптимального решения и исключить бесперспективные варианты решений. 

 
The PDC-algorithm for solving the problem of minimizing total weighted tardiness of jobs is based on directed 

permutations implementing the use of reserves of nontardy jobs by tardy jobs. In this article the properties and signs 
of optimality are given for the solutions that are obtained during execution of the algorithm. The types of permutations 
are described and the rules of their execution are justified that allow to highly shrink the area of search for the optimal 
solution and to exclude the unpromising solutions. 

 
Введение 

 
ПДС-алгоритмом называется алгоритм [1, 2, 

3], содержающий полиномиальную составляю-
щую, которая строго реализует оптимальное ре-
шение, и точный экспоненциальный подалгоритм 
либо его полиномиальную аппроксимацию (при-
ближенный либо эвристический алгоритм). По-
линомиальная составляющая ПДС-алгоритма 
порождается теоретически обоснованными логи-
ко-аналитическими условиями (p-условиями) – 
достаточными признаками оптимальности допу-
стимого решения. В отличие от известных мето-
дов, проверка p-условий реализуется лишь при 
построении допустимого решения. Эффектив-
ность получения точного решения полиномиаль-
ной составляющей ПДС-алгоритма определяется 
двумя факторами: 

1) статистически значимый вычислительный 
эксперимент, который должен состоять из двух 
частей: 

а) моделируются индивидуальные задачи, 
каждая из которых имеет допустимое решение, 
удовлетворяющее p-условиям (достаточный при-
знак оптимальности); полиномиальная составля-
ющая должна практически всегда находить такое 
допустимое решение; в противном случае, поли-
номиальная составляющая является неэффектив-
ной; 

б) моделируется произвольное множество ин-
дивидуальных задач и определяется процент по-
лучения оптимальных решений, который должен 
быть статистически значимым; 

2) вычислительная простота полиномиальной 
составляющей: если в процессе реализации поли-
номиальной составляющей p-условия не выпол-
няются, то решение задачи осуществляется либо 
точным экспоненциальным алгоритмом, либо его 
полиномиальной аппроксимацией. Таким образом, 
интегральный эффект ПДС-алгоритма определя-
ется как эффективностью полиномиальной со-
ставляющей, реализующей p-условия оптималь-
ности допустимого решения, так и эффективно-
стью его приближенного или эвристического ал-
горитма либо экспоненциального точного алго-
ритма. 

 
Постановка задачи 

 
Задано множество независимых заданий 

J = {j1, j2, ..., jn}, каждое из которых состоит из 
одной операции. Для каждого задания известны 

jl  – длительность выполнения, j  – весовой 
коэффициент и jd  – директивный срок выпол-
нения. Задания поступают в систему одновре-
менно в момент времени njd j ,1,0  . Пре-
рывания не допускаются. Необходимо постро-
ить расписание выполнения заданий для одного 
прибора, минимизирующее суммарное взве-
шенное опоздание при выполнении заданий: 

 



n

j
jjj d,Cf

1
0max , (1) 

где Cj – момент завершения выполнения задания j. 
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Данная задача относится к NP-трудным в 

сильном смысле [4]. ПДС-алгоритм решения 
рассматриваемой задачи основан на результатах, 
опубликованных в [5] и ПДС-алгоритме реше-
ния задачи минимизации суммарного запазды-
вания при выполнении заданий одним прибо-
ром, изложенном в [3]. 

При реализации алгоритма используются 
следующие типы перестановок [5]: 

– EFSR (extraction and forward-shifted reinser-
tion – извлечение и повторная вставка со сдви-
гом вперед – определение 3 ниже); 

– EBSR (extraction and backward-shifted rein-
sertion – извлечение и повторная вставка со 
сдвигом назад – определение 5 ниже). 

 
Основные теоретические положения 

 
Введем следующие обозначения и определе-

ния [5]. 
Пусть j и ji обозначает номер задания в соот-

ветствии с индексацией, заданной функциона-
лом; j[g] – номер задания, стоящего в допусти-
мом расписании на позиции g. 

Определение 1. Резервом времени задания j[g] 
называется величина 0

][][][


ggg jjj Cdr . 
Определение 2. Приоритетом 

][ ijP  задания j[i] 
называется величина 

][][ ii jj l . 
Определение 3. Перестановкой называется 

процедура переноса задания j[g] на позицию k 
(k > g) и, одновременно, заданий, занимающих 
позиции g + 1, g + 2,..., k – 1, k на позиции g, 
g + 1,..., k – 2, k – 1, соответственно. 

Определение 4. Интервалом перестановки за-
дания j[g] на позицию k в последовательности  
называется интервал, определяемый суммой 
длительностей заданий, занимающих в этой по-
следовательности позиции g+1, g+2,..., k–1, k. 

Определение 5. Встраиванием называется 
процедура переноса задания j[g] на позицию p 
(g > p) и, одновременно, заданий p, p + 1,..., g – 
– 2, g – 1 на позиции p + 1, р + 2, ..., g – 1, g, 
соответственно. 

Определение 6. Интервалом встраивания 
][ gjI  

задания j[g] на позицию p (g > p) в последовате-
льности  называется интервал, определяемый 
суммой длительностей заданий, занимающих в 
этой последовательности позиции p, p + 1, ..., 
g – 1, где p определяется из условия 











11

1
][][][][

g

pi
jjj

g

pi
j iggi

ldCl  (1) 

Если же условие (1) не выполняется ни для 
одной позиции, то p = 1. Таким образом, запаз-
дывание по заданию j на позиции p должно 
быть равно нулю или минимально. 

Определение 7. Задание j[g] называется запаз-
дывающим в последовательности , если для 
него выполняется условие 

][][ gg jj Cd  . 

Определение 8. Последовательностью уп (сиг-
ма упорядоченная) называется последователь-
ность заданий множества J, nj ,1 , в которой за-
дания упорядочены по невозрастанию приорите-
тов jP , т.е. ij PPijij  : ,, , а при 

ijij ddPP  , . 
Определение 9. Процедурой свободной пере-

становки называется процедура перестановки 
задания j[k] на позицию q (k < q) такую, что 

][][ qk jj Cd  , 
]1[][ 


qk jj Cd , если хотя бы для одного 

задания на интервале qk ,1  выполняется: 
qkiCd

ii jj ,1   ,
][][

 . 
Определение 10. Последовательность зада-

ний, полученную в результате выполнения всех 
свободных перестановок в последовательности 
уп, назовем сп. 

Определение 11. Запаздывающее задание j[g] в 
последовательности сп называется конкуриру-
ющим, если в этой последовательности найдется 
хотя бы одно предшествующее задание j[l], для 
которого выполняются условия 

][][][ ggl jjj ldd   и 0
][][


ll jj Cd . 
Определение 12. Текущей итерацией оптими-

зации называется итерация, выполняемая для 
очередного конкурирующего задания, опреде-
ленного в последовательности сп. 

Определение 13. Текущей подпоследова-
тельностью k называется подпоследователь-
ность, в которой выполняется текущая итера-
ция оптимизации. Эта подпоследовательность 
ограничена позициями kg,1 , где ][ kgj  – очеред-
ное конкурирующее запаздывающее задание в 
сп, и получена из сп в результате выполнения 
ряда перестановок и встраиваний на предыду-
щих итерациях. 

Определение  14. Задания j[i], для которых в 
последовательности сп выполнялось 

][ ijd  

0
][


ijC , и которые в результате выполнения 
процедур встраивания запаздывающих заданий 
на более ранние позиции в свою очередь стали 
запаздывающими, называются порожденными 
запаздывающими заданиями. 
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В процессе решения задачи в результате вы-
полнения направленных перестановок осуще-
ствяется последовательный переход от после-
довательности уп к последовательности сп и 
затем к текущим последовательностям. 

В следующих утверждениях сформулированы 
и обоснованы свойства и признаки оптимально-
сти каждой из рассматриваемых последователь-
ностей, обоснованы правила выполняемых пере-
становок, доказательства утверждений приведе-
ны в [5]. 

Последовательность уп: 
Утверждение 1. Если в последовательности 

уп запаздывающим заданиям не предшествуют 
задания с резервом времени, то не существует 
переносов заданий, приводящих к улучшению 
целевой функции. 

Утверждение 2. Встраивание запаздываю-
щего задания j[g] на позицию f < p не может 
привести к улучшению целевой функции. 

Утверждение 3. Пусть в последовательно-
сти уп 1,1,][  pij i  0

][


ijR . Обозначим ее 

уп1. Запаздывающее задание j[g] в последова-
тельности уп1 в результате выполнения встра-
ивания (

][ gjI = 1, gp ) может занять более ран-
нюю позицию, что приведет к улучшению це-
левой функции только в том случае, если в по-
следовательности уп1 хотя бы у одного из за-
даний на интервале встраивания 

][ gjI  есть ре-
зерв времени, больший нуля. 

Утверждение 4. Если в последовательности 
уп ни для одного из запаздывающих заданий j[g] 
нет предшествующих заданий j[i], 1,1  gi , для 
которых 0

][][


ii jj Cd , 
][][][ ggi jjj ldd  , то не 

существует перестановок и встраиваний, приво-
дящих к улучшению целевой функции. 

Утверждение 5. Пусть в последовательности 
уп j[g] – запаздывающее задание. Уменьшение 
значения функционала при перемещении j[g] на 
более ранние позиции в результате перестановок 
и встраиваний возможно только при выполне-
нии одного из следующих условий: 

1.  j[i], Pmin  i  g | rj[i] > 0. На интервале пе-
реноса задания j[g] есть задания с резервами 
времени, где Pmin – позиция, на которой штраф 
по заданию j[g] минимален (или равен нулю). 

2.  j[q], q < g, dj[q] > Cj[g]. В последовательно-
сти уп на позиции q, предшествующей пози-
ции g, есть задание с резервом времени, пере-
становка которого после задания j[g] уменьшает 

штраф по заданию j[g]. Задание j[q] остается 
незапаздывающим. 

3.  j[q], q < g, Cj[g] – lj[g] < dj[q] < Cj[g]. Суще-
ствует незапаздывающее задание j[q], директив-
ный срок которого больше момента начала вы-
полнения задания j[g], но меньше момента окон-
чания задания j[g]. При этом выполняется:  

min(Cj[g] – dj[g], lj[q]) j[g] – (Cj[g] – dj[q]) j[q] > 0. 
Следовательно, перестановка задания  j[q] по-

сле задания j[g] приведет к уменьшению значе-
ния функционала, за счет использования резер-
ва задания j[q]. 

4. i | Pmin  i  g | rj[i]  0, но  j[k], k < Pmin | 
dj[k] > Cj[Pmin]. На интервале перестановки зада-
ния j[g] резервы отсутствуют, но существует 
задание j[k], k < Pmin, директивный срок которого 
больше Cj[Pmin], следовательно, при перестанов-
ке задания j[k] на позицию Pmin образуется ре-
зерв на интервале переноса задания j[g]. 

5. Условие 4 не выполняется и i | Pmin  i  
g | rj[i]  0, но  j[k], k < Pmin | dj[k] > Cj[k], 
dj[k] > Cj[Pmin] – lj[Pmin], dj[k] > dj[g] – lj[g]. На интер-
вале переноса задания j[g] резервы отсутствуют, 
но существует незапаздывающее задание j[k], 
k < Pmin с директивным сроком, большим самого 
позднего момента начала выполнения задания 
j[g], при котором задание j[g] станет незапаздыва-
ющим, и, следовательно, существуют переста-
новки и встраивания, которые могут привести к 
образованию резервов на интервале переноса 
задания j[g]. 

Пусть в последовательности уп = = {
[1] [2] [ ], , , gj j j } запаздывающее задание j[g] в 

результате встраивания заняло позицию p = m. 
Пометим его *

[ ]mj , а полученную последова-
тельность  (j[g]). 

Утверждение 6. Запаздывающее задание j[k], 
k = ,gm 1 , в последовательности  (j[g]), может 
быть встроено на более раннюю позицию, что 
приведет к улучшению целевой функции, толь-
ко в том случае, если хотя бы у одного предше-
ствующего задания есть резерв времени, либо 
(в случае отсутствия резервов) только в резуль-
тате перестановки *

[ ]mj  после задания j[k]. 
Утверждение 7. Пусть в последователь-

ности  (j[g]) задания ][lj , l = ng+ ,1 , – запазды-
вающие, и выполняется ng+lllj

gl jjl ,1,:
][][][  , 

и у всех предшествующих заданий ][ij , i = g,1 , 
0

][


ijr . В этом случае в оптимальной последо-
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вательности задания ][lj  останутся на занимае-
мых позициях на интервале ng+ ,1 . 

Последовательность сп: 
Утверждение 8. Утверждения 1–5 справед-

ливы для последовательности сп. 
Утверждение 9. Для последовательности сп 

не существует перестановок и встраиваний, при-
водящих к улучшению целевой функции, если 
выполняется хотя бы одно из условий: 

а) niCd
ii jj ,1  ,0
][][

 ; 

б) liCd
ii jj ,1  ,0
][][

 , 

nliCd
ii jj ,1  ,0
][][

 ; 

в) niCd
ii jj ,1  ,0
][][

 ; 

г) liCd
ii jj ,1  ,0
][][

 , 

nliCd
ii jj ,1  ,0
][][

 . 

Текущая последовательность k: 
В текущей подпоследовательности k звездоч-

кой «*» обозначены задания, которые были запаз-
дывающими в последовательности сп и в резуль-
тате выполнения встраиваний переместились на 
более ранние позиции, использовав резервы вре-
мени предшествующих заданий. Двумя звездоч-
ками «**» помечены задания, ранее помеченные 
«*», которые в результате последующих переста-
новок переместились на более поздние позиции, 
освободив часть использованных резервов. 

Число текущих итераций предлагаемого ал-
горитма определяется количеством конкурирую-
щих заданий в последовательности сп. На каж-
дой итерации определяется возможность исполь-
зования резервов времени предшествующих за-
даний очередным конкурирующим заданием по-
следовательности сп и строится оптимальное 
расписание рассматриваемой подпоследователь-
ности. На первой итерации строится оптимальное 
расписание для заданий на интервале 1,1 g  после-
довательности сп, где ][ 1gj  – первое запаздыва-
ющее конкурирующее задание. На следующей 
итерации рассматривается подпоследователь-
ность заданий на интервале 2,1 g , в которой пози-
ции 1,1 g  занимает оптимальная подпоследова-
тельность, полученная на первой итерации; пози-
ции 21 ,1 gg   занимают задания, стоящие на этих 
позициях в последовательности сп; ][ 2gj  – сле-
дующее запаздывающее конкурирующее задание 
в последовательности сп. 

Пусть уже выполнена k–1 итерация и построе-
но оптимальное расписание для подпоследова-
тельности заданий на интервале 1,1 kg , где ][ 1kgj  
– конкурирующее задание в последовательно-
сти сп. Переходим к очередному конкурирую-
щему заданию ][ kgj , определенному в последо-
вательности сп, и по аналогичным правилам 
строим последовательность k, включающую 
задания на интервале kg,1 . Проверяется воз-
можность уменьшения функционала за счет ис-
пользования заданием ][ kgj  существующих ре-
зервов времени или резервов, полученных в 
результате перемещения на более поздние по-
зиции заданий, ранее использовавших эти ре-
зервы на предыдущих итерациях. На каждой 
итерации значение функционала уменьшается 
или остается неизменным. 

Утверждение 10. Если при выполнении те-
кущей итерации запаздывающему заданию j[k] в 
текущей подпоследовательности предшествует 
задание j[l] меньшего приоритета, то уменьше-
ние взвешенного запаздывания по заданию j[k] 
возможно в результате переноса задания j[l] на 
позицию k. При этом необходимо выполнение 
следующего условия:  

   
][][][][][]k[

,0max
lklkk jjjjjj dCdC   . 

Задание j[k] – это задание, по которому на 
предыдущих шагах алгоритма была выполнена 
свободная перестановка, а затем в результате 
выполнения процедуры встраивания очередно-
го запаздывающего задания появилось запаз-
дыванию по заданию j[k]. 

Утверждение 11. Если на итерации k в по-
следовательности k для запаздывающего зада-
ния j[g] существует предшествующее задание j[l] 
такое, что выполняются условия 

][][][ ggl jjj lCd  ,    
 

   
][][][][][][][

,min
lglgglg jjjjjjj dCdCl   , (2) 

то перестановка задания j[l] на позицию g при-
водит к уменьшению целевой функции. 

Утверждение 12. Пусть в последовательности 
k j[g] – запаздывающее задание. Уменьшение 
значения функционала при перемещении j[g] на 
более раннюю позицию возможно только при 
выполнении одного из следующих условий: 

1.  j[i], Pmin  i  g | rj[i] > 0. На интервале пе-
реноса задания j[g] есть задания с резервами 
времени, где Pmin – позиция, на которой штраф 
по заданию j[g] минимален (или равен нулю). 
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2.  j[l], l < g, 
][][][ ggl jjj lCd   и выполняется 

условие (2): существует незапаздывающее за-
дание j[l], директивный срок которого больше 
момента начала выполнения задания j[g]. При 
этом выполняется условие (2). 

3. i | Pmin  i  g | rj[i]  0, но  j[k], k < Pmin | 
dj[k] > Cj[Pmin]. 

4. i | Pmin  i  g | rj[i]  0, но  j[k], k < Pmin, 
dj[k] > Cj[k],  dj[k] > Cj[Pmin] – lj[Pmin],  dj[k] > dj[g] – lj[g]. 

5. i | i = 1,1 g , rj[i]  0, но  j[l], l < g, 
Pj[i] ≤ Pj[g]. 

6. i | i = 1,1 g , rj[i]  0, но j[m]* (j[m]**), 
m < g. 

Утверждение 13. Запаздывающее задание j[g] 
на k-й итерации может занять более раннюю 
позицию, что приведет к улучшению целевой 
функции, только в том случае, если хотя бы у 
одного задания  j[k] на интервале 1,1 g  есть 
резерв и выполняется: 

][][][ ggk jjj ldd  , либо (в 

случае отсутствия резервов) на интервале 1,1 g  
есть задания с метками или задания с меньшим 
(или равным) значением приоритета. 

Утверждение 14. Пусть в последовательно-
сти сп для конкурирующих заданий j[k], j[r]J 
выполняется: ,

][][ rk jj ll 
][][ rk jj   , 

][][ rk jj dd  . 
Тогда в оптимальном расписании задание j[k] 
будет предшествовать заданию j[r]. 

Утверждение 15. Неконкурирующие зада-
ния в последовательности k не могут занять 
более ранние позиции, чем позиции, занимае-
мые ими в сп.  

Утверждение 16. Пусть уже построена оп-
тимальная подпоследовательность на интервале 

1,1 g . Запаздывающее конкурирующее задание 
j[g] на k-й итерации не может быть перемещено 
на более раннюю позицию и исключается из 
числа конкурентоспособных, если на интервале 

1,1 g  ни у одного из заданий нет резервов, ни 
одному из запаздывающих заданий не предше-
ствуют задания с меньшим или равным значе-
нием приоритета, и для всех помеченных зада-
ний выполняется: 

][*
][ gi

jj   ,  ,
][

*
][ gi

jj
ll   i = 1,1 g . 

Утверждение 17. Если в последовательности 
k конкурирующее задание j[g] в результате выпол-
нения перестановок и встраиваний не использова-
ло существующие резервы, минимальное значение 
функционала соответствует позиции g, занимае-

мой этим заданием; на интервале 1,1 g  отсут-
ствуют непомеченные задания с меньшим или 
равным значением приоритета и нет заданий, по-
меченных *, **, то задание j[g] исключается из мно-
жества конкурирующих заданий. 

Следующие утверждения позволяют опреде-
лить и исключить бесперспективные переста-
новки и встраивания. 

Утверждение 18. Пусть уже выполнено k 
итераций. Переходим к очередному конкури-
рующему заданию j[g]. Если при выполнении 
итерации оптимизации для конкурирующего 
задания j[g] для всех предшествующих незапаз-
дывающих заданий j[i] выполняется: 

]i[j
d  

][][ gg jj ld  , или на интервале 1,1 g  резервы 
отсутствуют, а для заданий, помеченных *, **, 
выполняется 

][][

*
gi jj ll  , то задание j[g] остается на 

занимаемой позиции и в оптимальном расписа-
нии не может занять позицию меньше g. 

Утверждение 19. Если в последовательности 
k при встраивании запаздывающего задания j[g] на 
интервале 1,1 g  нет предшествующих заданий, 
для которых 

][ijd  > 
][][ gg jj ld   и 

][ ijd  > 
][ijC , но 

есть задания *
][mj  ( **

][mj ), для которых *
][mjl ( **

][mjl ) ≥ 

][gjl , то оптимизация осуществляется за счет ре-

зервов, освобожденных заданиями *
][mj  ( **

][mj ) при 
встраивании их после задания j[g]. При этом необ-
ходимо выполнение следующего условия: 

 
*[g] mjj dC  < 

   
 




g

mi
jjj ii

dC,0max
]i[

 . (3) 

Утверждение 20. Если очередное конкури-
рующее задание j[g] в результате выполнения 
для него итерации оптимизации, определяющей 
возможность использования резервов этим за-
данием, заняло позицию k > p, то следующие за 
ним конкурирующие задания j[l], для которых 

][][][][
,

glgl jjjj lldd  , в оптимальном расписании 
не смогут занять позицию меньшую, чем k+1. 

Утверждение 21. Пусть в последовательно-
сти k для запаздывающих заданий j[k], j[r]  J 
выполняется: ,

][][ rk jj ll   
][][ rk jj dd  , 

][][ rk jj   . 
Тогда в оптимальном расписании задание j[k] 
будет предшествовать заданию j[r] [6]. 

Утверждение 22. Если конкурирующее за-
дание j[g]  в результате выполнения для него ите-
рации оптимизации осталось на исходной по-
зиции, и все задания на позициях ng ,1  запаз-
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дывающие, то задания, для которых 

][][ gl jj dd  , 

,
][][ gi jj ll   i ng ,1 , исключаются из числа кон-

курирующих за резервы предшествующих за-
даний и в оптимальном расписании не смогут 
занимать более ранние позиции. 

Утверждение 23. Запаздывающее задание 
j[g] на k-й итерации может занять более раннюю 
позицию, что приведет к улучшению целевой 
функции, только в том случае, если хотя бы у 
одного задания j[k] на интервале 1,1 g  есть ре-
зерв и выполняется: 

][][][ ggk jjj ldd  , либо (в 
случае отсутствия резервов) на интервале 1,1 g  
есть задания с метками или у некоторого зада-
ния j[i] на этом интервале 

][][ gi jj PP  . 
В утверждениях 24, 25 сформулированы при-

знаки оптимальности полученного решения. 
Утверждение 24. Если в последовательности 

k конкурирующее задание j[g] в результате вы-
полнения для него итерации оптимизации не ис-
пользовало существующие резервы, минималь-
ное значение функционала соответствует пози-
ции g, занимаемой этим заданием, и j[r], r  = 
= ng ,1 , 

][][ gr jj dd  , 
][][ gr jj ll   и 

][][ rr jj dC  , то 
задания j[r] исключаются из множества конкури-
рующих, а последовательность k оптимальна. 

Утверждение 25. Пусть на итерации k, вы-
полняющейся для очередного конкурирующего 
запаздывающего задания j[g], для всех j[l], 

11 , gl = , справедливо 
   ll jj Cd  , для всех *

][lj   

( **
[ ]lj ) выполняется  * **

[ ][ ] [ ] gl l
jj j

l l l , и на интервале 

g, n  резервы отсутствуют.  Тогда запаздыва-
ющие задания, занимающие позиции g, n , ис-
ключаются из множества конкурирующих, а 
последовательности k отвечает оптимальное 
значение функционала. 

Утверждение 26. Пусть на итерации k, вы-
полняемой для очередного конкурирующего 
задания j[g], на интервале его встраивания есть 
задание j[r], для которого 

][][ gr jj dd  , 
][][ gr jj    

и 
][][ gr jj ll  , и задание j[r] запаздывает, тогда 

осуществляется декомпозиция рассматривае-
мой подпоследовательности, и при выполнении 
итерации оптимизации для задания j[g] задания 
на интервале r,1  не рассматриваются, а опти-
мизация осуществляется на интервале 1,1  gr

. 

Утверждение 27. Алгоритм решения задачи 
является конечным и точным. 

Алгоритм основан на направленных пере-
становках, реализующих использование запаз-
дывающими заданиями резервов незапаздыва-
ющих заданий 

 
Характеристика полиномиальной  

составляющей ПДС-алгоритма 
 
Если в процессе решения произвольной ин-

дивидуальной задачи выполняются строго опре-
деленные для полиномиальной составляющей 
алгоритма логико-аналитические условия, полу-
ченные в результате исследования свойств зада-
чи, то данная произвольная индивидуальная за-
дача решается этим подалгоритмом точно 
(сложность решения – полином от размерности 
произвольной индивидуальной задачи). В этом 
случае точное решение достигается выполнени-
ем только тех блоков алгоритма, которые имеют 
полиномиальную трудоемкость. 

В следующих утверждениях [3] рассматри-
ваются отдельные случаи, когда оптимальное 
решение задачи достигается полиномиальной 
составляющей алгоритма. 

Утверждение 28. Пусть в последовательно-
сти уп j[g] – первое запаздывающее задание, и 
выполняется: max r(уп)  

][ gjl , задания на ин-

тервале ng ,1  запаздывают, и j[r], r = ng ,1 , 

][][ gr jj ll  . В этом случае оптимальное значение 
функционала достигается за полиномиальное 
время с трудоемкостью, определяемой функци-
ей О(n log n). 

Утверждение 29. Пусть j[g]  – первое запазды-
вающее задание в последовательности сп. Если в 
этой последовательности на интервале 1,1 p , 
где p – позиция встраивания задания j[g], резервы 
отсутствуют, задание j[g] на позиции p остается 
запаздывающим, на интервале , 1p g   для каж-
дой пары заданий j[s], j[t], s < t, выполняется 

[ ] [ ] [ ] [ ]
,

s t s tj j j jl l d d  , 
][][ ts jj   , и j[r], 

r = ng ,1 , выполняется 
][][ rr jj Cd  , 

][][ rg jj dd  , 
то задача решается за полиномиальное время с 
трудоемкостью, не превышающей O(n2). 

Утверждение 30. Пусть j[g] – первое запаз-
дывающее задание в последовательности сп. 
Если на интервале 1,1 g  все задания упорядо-
чены по невозрастанию их приоритетов; max 
ri  

][ gjl , 1,1  gi  и j[s], s = ng ,1 , 
][][ ss jj Cd  , 
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][][ gs jj ll  , то задача решается за полиномиаль-
ное время с трудоемкостью O(n2). 

Утверждение 31. Если условия утверждений 
5 или 12 (для всех конкурирующих заданий) не 
выполняются, или выполняются условия хотя бы 
одного из утверждений 9 или 28–30, то задача 
решается посредством полиномиальной состав-
ляющей предложенного алгоритма. 

Общая трудоемкость выполнения полиноми-
альной составляющей ПДС-алгоритма не пре-
вышает О(n3). 

 
Характеристика экспоненциальной 

составляющей ПДС-алгоритма 
 
Если не выполняются p-условия, то полино-

миальная составляющая алгоритма не реализо-
вана, и решение задачи осуществляется точным 
экспоненциальным подалгоритмом, в процессе 
выполнения которого исключаются заведомо 
бесперспективные варианты решений, что поз-
воляет резко сократить область поиска опти-
мального решения. 

Эффективность экспоненциальной состав-
ляющей алгоритма в целом определяется сле-
дующими факторами: 

1. На этапе оптимизации последовательность 
сп декомпозируется на подпоследовательности 
меньшего размера. Оптимизация осуществляет-
ся на подпоследовательности, ограниченной 
позицией встраивания очередного конкурирую-
щего задания и позицией, занимаемой этим за-

данием в последовательности сп. В эту подпо-
следовательность в процессе решения могут 
быть включены только задания, образующие 
резервы на интервале встраивания рассматрива-
емого конкурирующего задания. Таким образом, 
реализуется декомпозиция задачи на подзадачи 
меньшего размера. 

2. В процессе решения задачи проверяются 
условия утверждений 22, 24, 25, позволяющие 
часть заданий исключить из множества конку-
рирующих. В утверждениях 24, 25 сформули-
рованы признаки оптимальности полученных 
решений, что существенно сокращает число 
выполняемых итераций оптимизации, а следо-
вательно, и время решения задачи. Только для 
специальных случаев параметров задачи можно 
выйти на полный перебор вариантов для отдель-
ных подпоследовательностей. 

 
Выводы 

 
Определены теоретически обоснованные при-

знаки оптимальности решений, получаемых в 
процессе выполнения алгоритма (p-условия), на 
основании которых построена полиномиальная 
составляющая алгоритма. Если не выполняются 
p-условия, то решение задачи осуществляется 
точным экспоненциальным подалгоритмом, в 
процессе выполнения которого исключаются 
заведомо бесперспективные варианты решений, 
что позволяет резко сократить область поиска 
оптимального решения. 
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